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1 Lokalni existence resSeni

Diferencidlni rovnice nas doprovazi v kazdé oblasti lidského Zivota. Neexistu-
je obecnd teorie, kterd by nam umoznila vytesit vSechny diferencidlni rovnice
najednou. Musime se proto omezit jen na ¢ast rovnic.

Umluva 1.1. V této prednésce budeme studovat systém rovnic

¥ = f(z,t) (1)
za trvalého predpokladu © € R"*! oteviend, f : Q — R™ spojité.

Definice 1.2. Bud I otevieny interval. Funkci x(t) : I — R™ nazveme resenim
diferencidlni rovnice (1) v 2, jestlize pro vsechna ¢ € I plati

(i) (x(t),1) € Q,
(ii) existuje vlastn{ z’(t),
(i) 2/(t) = f(x(t),1).

Takto definované feSeni je nutné spojité a ma spojitou derivaci (je t¥idy
C1), tzv. klasické feseni. Ddle si poznamenejme, Ze plat{ tzv. princip nalepovani:
Pokud mame z(t) feSeni na (a,tg) a na (tg, b), pak uz je feSenim na celém (a, b).
To plyne z toho, ze =’ (tp) = hmt—ng 2'(t) = hmt—ng flx(®),t) = f(z(to), to),
pri¢emz tataz rovnost plati i pro derivaci zprava.

Lemma 1.3. Necht I je otevreny interval, x(t) : I — R™ spojitd spliujici
(z(t),t) € Q pro kazdé t € I a nechi tg € I. Potom je ekvivalentni

(i) x je Tesend (1) splnujici x(ty) = o,

(i) pro kazdé t € I plati z(t) = xo + ftto fx(s),s)ds.

Diikaz. Vime, Ze plati 2'(s) = f(x(s),s) pro vSechna s € I, coZ je spojitd
funkce, kterou mizeme Zintegrovat na [to,t]. Potom z Newtonova-Leibnizova
vzorce mame z(t) — z(to) ft s)ds = ft ,8)ds. Tedy z(t) = zo +

ft s)ds.

Pro dukaz opacné strany si uvédomime, ze pro kazdé ¢t € I je prava strana
diferencovatelnd, tedy «'(t) = f(x(¢),t) a po dosazeni t = ¢y dostdvame z(tg) =
Q- O

Ted si zadefinujeme nékolik pojmi, které charakterizuji mnoziny funkci, kte-
ré se chovaji jistym zptisobem podobné nebo stejné.

Definice 1.4. Rekneme, e funkce mnoziny M C C(K,R") jsou

1. stejné spojité, jestlize pro kazdé x € K a kazdé € > 0 existuje § > 0
(spole¢né pro vSechny funkce) takové, ze || f(z) — f(y)|| < € pro vSechna
y € (x —d,x+0) a viechny f € M.



2. stejné omezené, jestlize existuje C > 0 takové, ze ||f|| < C pro vSechna
feM.

Véta 1.5 (Arzela-Ascoli). Necht funkce x,(t) jsou stejné omezené a stejné
spojité na [0,T]. Potom z nich lze vybrat stejnomérné konvergujici posloupnost.
(bez dikazu)

Nasledujici véta nam tika, ze na néjakém okoli libovolného bodu existuje
Teseni zkoumané diferencialni rovnice.

Véta 1.6 (Peano). Necht (xg,to) € Q. Pak existuje § > 0 a funkce x(t) :
(to — 0,t0 + 0) — R™, kterd je resenim (1) a spliuje x(ty) = .

K dikazu této véty budeme potrebovat pomocné lemma:

Lemma 1.7. Pokud Q = R"*! o f je omezend na Q, pak pro kazdé T > 0
existuje reseni (1) na (to — T, to + T) spliujict x(ty) = xo.

Diikaz. Re$me “porusenou” dlohu Py: 2(t) = xg + ftz f(z(s=A),s)ds prot > to
kde dodefinovdvame funkei x(t) = z¢ na intervalu ¢t € [tg — A, tg]. Na [ :=
(to, to + A] definujeme z(t) = x¢ + fti) f(x(s—N),s)ds. Na I := (to + A, to + 2]
definujeme z(t) obdobné a indukei pokracujeme dokud o + kA nebude vétsi nez
T. Timto je “porusend” uloha vyfeSena na [tg — A, to + T.

Polozme X = % pron =1,2,.... PiSme dale jen z,, namisto x, /,,, tedy feseni
tloh Pi1 tvoii posloupnost funkei.

UkaZeme, 7e jsou stejné spojité a stejné omezené. Stejné omezenost plyne
z toho, Ze [z, ()| = llzo+ [y, f(x(s— 1), 8)ds|| < [woll+]| [, f(a(s—2),s)llds.
Ale funkece f je omezend, tedy mame ||z, (t)|| < ||zol| + (T —to) - K, kde K je
piislusnd konstanta omezenosti f. Stejnou spojitost madme z odhadu ||z, (t) —
zn (M| = || f: fla(s — 1), s)ds|| < |t —r|- K. V posledni nerovnosti jsme od-
hadli integral souc¢inem délky intervalu a konstantou omezenosti funkce f. Staci
polozit § = &, potom ||z, (t) — 2, (r)|| < 0K = €.

Tedy dle Véty 1.5 muzeme z posloupnosti x, vybrat stejnomérné konver-
gentni podposloupnost x,, . Zbyva dokazat, ze jeji limita resi nasi rovnici.

konec 1. predndsky (21.2.2025)

Ziejmé pro k — oo plati x,, — x(t) a pokud fti fzn, (s — n—lk),s)ds kon-

verguje k ftto f(x(s),s)ds, mame hotovo. Skutecné, ||fttO Flan, (s — 1),8) —

nk
F(a(s), 8)ds|| < [i 1 F(@ni(s = 5),8) = fla(s — 22, 8)ll + 1f(x(s — 25),8) =
F(x(s), ) |ds.

Jelikoz f je spojitd, musi byt stejnomérné spojitd na kompaktni mnoziné
[to,to + T] x B(0,r) N, jinymi slovy plati, ze pro € > 0 existuje d takové, ze
pro kazdé dva body z,y takové, Ze ||z —y|| < § mame, ze |f(z,s) — f(y,s)| <e.
Ze stejnomérné konvergence z,, mame, ze pro d > 0 existuje ko takové, ze pro
v8echna k > ko plati ||zn, (s — n%) —x(s — nik)H < ¢. Jelikoz x je spojitd, na
kompaktnim intervalu [tg, o + T je také stejnomérné spojitd. Potom pro § > 0

existuje ki takové, ze pro vsechna k > k; plati ||z(s — nik) —z(s)] < 0.



Potom pro vSechna k > max{ko, ki} plati, Ze ndsS integrél je mensi nebo
roven ftto € +eds <T-2¢, tedy jsme opravdu nalezli pozadované reseni.
Existence TeSeni na [tg — T, to] se ukdze podobné. O

Diikaz Véty 1.6. Uvazujme dvé (uzaviené) koule kolem bodu (zg, tg) takové, ze
f(SC7 t) A% _[{17

K; C Ky C Q. Definujeme f(z,t) = < spojité v K \ K1, Tato funkce je
0,(z,t) € R\ Ks.

na ) spojitd a omezen4.

7 Lemmatu 1.7 méme, 7e rovnice 2’ = f(z,t) mé fedeni x splitujici po¢atecni
podminku z(tg) = xg. Nazveme toto feSeni Z. Potom ze spojitosti & existuje
0 > 0 takové, ze graf & na (tg — d,to + ) lezi v K. Restrikce & na tento interval
nam tedy dava reseni puvodni rovnice. O



2 Jednoznacénost reseni

V této kapitole se budeme vénovat otdzce jednoznacnosti feseni diferencidlnich
rovnic. V praxi to ¢asto pozadujeme, naptiklad proto, aby néjaka simulace byla
deterministicka.

Definice 2.1. Rekneme, 7e rovnice (1) ma v Q vlastnost globdini jednoznacnosti,
jestlize pro libovolnd feseni (x, 1), (y, J) spliujici z(¢o) = y(to) pro né&jaké ty €
INJ, potom z(t) = y(t) pro vSechna t € I N J.

Rekneme, Ze rovnice (1) ma v Q vlastnost lokdlni jednoznacnosti, jestlize
pro libovolna feseni (z, 1), (y,J) spliujici x(t9) = y(to) pro néjaké to € I'NJ
existuje 0 > 0 takové, Ze x(t) = y(t) pro vSechna t € (top — d,to + 9).

Véta 2.2. Rownice (1) md v Q vlastnost globdlni jednoznacnosti prdavé tehdy,
kdyz mad vlastnost lokdlni jednoznacnosti.

Dikaz. Implikace smérem doprava je trividln{ (funkce, které se rovnajf na celé
mnoziné se nutné musi rovnat i na néjakém okoli zkoumaného bodu).

Pro dikaz opac¢né implikace necht mdame dvé feseni (z,I), (y,J) spliujici
x(to) = y(to) = xo pro néjaké to € I N J. Bez Gjmy na obecnosti necht I U J =
(a,b). Polorme M = {t : z(t) = y(t)}. Tato mnozina je diky predpokladu
neprazdnd, necht ¢ := sup M.

Pro spor predpoklddejme, ze ¢ < b. Potom plati x(c) = limy_,.- z(t) =
lim;_,.— y(t), coz se diky spojitosti y rovnd y(c). Tedy ¢ je maximum M. Ale
diky lokalni jednoznac¢nosti existuje okoli bodu (z(c), ¢), na kterém plati x = y.
Tedy z(c+ ) = y(c+ ) pro néjaké § > 0, coz je spor s tim, ze c =sup M. O

Definice 2.3. Funkce f se nazyva lokdlné lipschitzovska vzhledem k x v €,
jestlize pro kazdé (xq,tp) € Q existuji L a § > 0 takové, Ze

[f(z,t) = f(y,t)] < Llz —y|
pro v8echna (x,t), (y,t) € U(xo,d) X (to — d,t0 + 9).

Véta 2.4. Necht f je lokdlné lipschitzovskd vzhledem k x v Q. Potom rovnice
(1) md v Q vlastnost lokdlnd jednoznacnosti.

Diikaz. Volme (zg,to) € Q a dvé TeSeni (x,I), (y,J) takovd, ze x(to) = y(to) =
xg. Vezmeme 01 > 0 tak, aby f byla lipschitzovskd na d1-okoli (xg, o). Necht
§ < 5= je takové, Ze navic § < &, a t takové, aby (x(t),t), (y(t),t) € U(xo,d) x
(to — d,to + 6). Potom plati

lz(t) = y(@® = llzo + t f(a(s),s)ds — (w0 + ) fy(s), s)ds)| <

< <L-v-6<

/ Lllz(s) — y(s)|ds

to

) 1f(2(s),s) = f(y(s),s)llds

pro v := sup ||z(s) —y(s)||. To plati pro vSechna ¢, tedy v = sup ||z(t)—y(t)|| < 3,
z ¢ehoz plyne v = 0, coZ implikuje rovnost x(¢t) a y(t). O



Zavedeme znadeni f € CL(Q), jestlize % existuji a jsou spojité v Q pro
kazdé i.
Lemma 2.5. Necht f € CL(Q). Potom f je lokdlné lipschitzovskd vzhledem k
v Q.

Dikaz. Mé&jme (x9,tg) € Q. Necht § > 0 je takové, Ze mnozina

M:U($0,5) X (t0—57t0+5)

je podmnozinou 2. Z kompaktnosti M mame, ze parcidlni derivace % jsou
omezené konstantou K. '
Déle méjme dva body (z,t), (y,t) € M. Potom

F(st) = ()] = [ + 0y — 2).8) — fla+ 1y — 2),0)] =
| [fe + sy — |—]/ et sy - ). 0)ds

Pro derivaci f plati

n

/sy =35

—x),t)(yi — xi).
Z toho mame, Ze

—f x4+ s(y —x),t)ds

1 n n
S/ ZK|yi—$i|d8=ZKm?X|yi—$i|:
0 =1 i=1

=nK max |y; — z;| < nKly — x|,

kde posledn{ nerovnost plyne z faktu, ze |y — z| = />y |yi — 24/

Tedy f je lokalné lipschitzovska s konstantou n - K. O

Rule of thumb (just for fun): plati f spojitd = existuje feSeni, f € C! =
feseni je urceno jednoznacné.
konec 2. predndsky (28.2.2025)



3 Maximalni reseni

V této kapitole se budeme vénovat otdzce rozsiteni feSeni na co nejvétsi pod-
mnozinu prostoru, v némz toto reseni hledame. Bez 1jmy na obecnosti budeme
déle predpokladat, Zze f je spojitd (ne nutné lipschitzovskd) na Q (coz znamena,
Ze nutné nemusime mit jednoznacnost fesent).

Definice 3.1. Reéenj (:%,f ) diferencidlni rovnice (1) nazyvdme prodlouZenim
feseni (z,1), jestlize I O I a #(t) = z(t) pro kazdé t € I. Reseni (z,I) se nazve
mazximdlni, jestlize nemd zadné netrividlni (I 2 I) prodlouZeni.

Véta 3.2. KazZdé reseni rovnice (1) md alespori jedno mazximdlni prodlouzend.

Diikaz. Méjme feSeni (x,I) takové, ze I = (a,b). Budeme induktivné prodluzo-
vat za bod b (na druhou stranu se to pak udéld analogicky). Polozme xg = z,
bo = b, Iy = I. V n-tém kroku dostaneme feseni (z,, I,,), kde I,, = (a, b,,). Déle
definujeme w,, = sup{z > by; (x,, [,) 1ze prodlouzit na (a, z)}. Pokud pfislus-
nd mnozina je prazdna, jsme hotovi, nebot feSeni jiz nejde prodlouzit, tedy je
maximalni.

V opaéném piipadé mizeme definovat b, 1 = (pokud w, < o),
pripadné b, 1 = b, +1. Timto postupem ziskame rostouci posloupnost b,,, ktera
musi mit limitu. Ozna¢me tuto limitu 3. Déale polozme I = (a,f), & = xn(t),
pro vsechna t € I zvolim n tak, aby t € I,. Na volbé n nezilezi, nebot na
prislusnych intervalech jsou funkce z,, stejné.

Dokézeme, 7e takto definované feseni (Z, I) je maximalni. Pro spor budeme
predpokladat, ze existuje rozsifeni na (a, B) takové, Ze B > 8. Okamyzité vidime,
%e B < oo. Vezmeme n takové, aby B —b, < B—Ba B —b, < 1 (existuje
diky tomu, Ze b, konverguji k ). V tom pfipadé (z,,I,) ma prodlouzZeni az
do 3, tedy w, > f. Pak ale (pokud w,, = o0) bpt1 = by, + 1 > B, mdme spor,
angwn > 26—2,6+ﬁ _

bntwy
2

pripadné pro w, konec¢né mame b,41 = B, opét jsme dosli
ke sporu. O

V pripadé f lipschitzovské se dukaz da vyrazné zjednodusit. Budeme uva-
zovat vSechna prodlouzeni FeSeni x (plati jednoznacénost), dostaneme linedrné
usporadanou mnozinu, potom diky Zornovu lemmatu existuje maximalni pr-
vek.

Véta 3.3 (Picard). Necht f € CL(Q). Pak pro kazdé (zo,t0) € Q existuje prdavé
jedno mazimdlni 1esent x diferencidlni rovnice (1) v Q splriujict x(tg) = xp.

Diikaz. Plyne z Peanovy véty (Véta 1.6) a Véty 3.2. Jednoznacnost plyne z rule
of thumb v kapitole 2. O

Lemma 3.4. Reseni (z,1) diferencidini rovnice (1) lze prodlouzit za bod b prave
tehdy, kdyz plati vsechny

(i) b < oo;

(ii) existuje lim;_,,— x(t) =: o € R™;



(iti) (z0,b) € Q.

Dikaz. Nutnost téchto podminek plyne trividlné z podstaty prodlouzeni (cvi-
Ceni). DokaZeme, Ze jde o podminky postacujici. Necht tedy mdme (z¢,b) jako
novou pocateéni podminku, dle Peanovy vety existuje FeSeni & na (b — §,b + 0)

z(t),t < b .
spliiujici tuto pocateéni podminku. Definujeme Z(t) = ~( ) . Potom
Z(t),t >b
je Teseni (diky principu nalepovéani) a navic prodluzuje = za bod b, coZ jsme
chtéli dokézat. O

Na zaveér si uvedeme jednu dulezitou vétu, kterd nam poskytne predstavu
o tom, jak vypadaji maximélni feSeni diferencialnich rovnic.

Véta 3.5 (Opusténi kompaktu). Necht K C Q je kompakini, necht (x,I) je
mazximdlni Tesent rovnice (1) spliujici (z(to),to) € K pro néjaké ty € I. Potom
existuji t1 > to > to takovd, Ze (x(t1),t1) ¢ K a (x(t2),t2) ¢ K.

Diikaz. Pro spor budeme predpokladat, ze takové ¢ neexistuje, chceme dojit ke
sporu s maximalitou feseni. Méjme Feseni = na (a, b) a (z(t),t) € K pro vSechna
t € [to,b). UkdZeme, Ze toto TeSeni miuzeme prodlouzit za b. Vyuzijeme k tomu
Lemma 3.4.

Ziejmé plati b < oo (diky kompaktnosti K). Déle dokdzeme, Ze existuje
lim; ;- x(t) pomoci Bolzanovy-Cauchyovy podminky. Mé&jme s, t € (¢, b). Déle
diky Lagrangeové vété o stredni hodnoté mame

lz(s) = z@I < ll&"(E)ls — t] = [f (@(£), llls — t] < M]s — ],

kde posledni nerovnost plyne z toho, ze funkce f je omezena na kompaktu K
konstantou M. Nakonec (zg,b) = lim;_,,— (x(¢), ), tedy z uzavienosti K mame,
ze (xo,b) € K C Q.

Zjistili jsme, Ze feSeni lze prodlouzit za bod b, coz je spor s jeho maximalitou.
Dikaz pro to se udéla obdobné. O



4 Zavislost na pocatec¢ni podmince

Lemma 4.1 (Gronwall). Necht w(t), g(t) jsou nezdporné a spojité na néjakém
intervalu I a necht tqg € I, K > 0. Necht pro kazdé t € I plati

/ w(s)g(s)ds|.

[oel)

Dikaz. Definujeme ®(t) := K+ft2 w(s)g(s)ds+e prot >ty (diikaz prot < tg se
udéla obdobné). Okamzité z predpokladi vidime, ze w(t) < ®(t). Zderivujeme
funkci ®(¢), dostavame ®'(t) = w(t)g(t) < @(¢)g(t) coz po vydéleni ®(t) (je
nenulové diky pficteni €) ndm déva @((t)) < ¢(t), coz mizeme preintegrovat od to

do t, ¢imz dostaneme f ’ i((j) ds < ft s)ds. Po vy¢isleni integralti dostaneme

w(t) < K+

Potom pro kazdé t € I plati

w(t) < Kexp(

log ®(t) — log ®(tg) < ft s)ds. Jehkoz exp je rostouci funkce, mizeme psat
B (1)
Blto) = OXP (ft ds)

Nakonec dostavame w(t) < ®(t) < (K + €)exp (];to g(s)ds). Pozadované

tvrzeni ziskdme poslanim ¢ do 0. O

konec 3. predndsky (7.3.2025)

Lemma 4.2. Necht [ je globdlné L-lipschitzovskd v 2 vzhledem k x. Potom pro
libovolna dvé rtesent (x,1), (y,J) v Q a body t,to € I NJ plati

() =y < [l2(to) — y(to) || exp(L]t — to).

Diikaz. Muzeme psat

(to) + f(w(S)ys)dS—(y(to)ﬂL f(y(8)78)d8)

<

() —y(@)] =

< llz(to) — y(to)| +\

fy(s),s)| ds

<

/ Llx(s) — y(s)|ds| .

to

< llo(to) =yt +
Poté z Gronwallova lemmatu dostdvame, ze

l2(6) = y(B)]| < [l(to) — y(to)l|e o 24 = ||ax(to) — y(to)[le!—0IL,

kde funkci w(s) ze znéni lemmatu odpovida vyraz ||z(s) — y(s)| a K = ||z(to) —
y(to)l- O



Jednoduchym dusledkem tohoto lemmatu je mj. jednoznacnost feseni (staci
uvazovat Feseni s z(to) = y(to)).

Definice 4.3. Necht f je spojita a lokalné lipschitzovska vzhledem k x v Q.
Potom definujeme 7esici funcki o : G C R"*2 — R™ ptedpisem ¢(t;tg, o) :=
x(t), kde z : I — R™ je FeSeni spliujici poc¢ateéni podminku z(tg) =xg a t € I.
Zde G je maximalni mozna, tj. obsahuje vSechny trojice (t;tg,x¢) € R"*2 pro
néz vyraz (t; to, rp) ma smysl.

Napiiklad, uvazujeme-li rovnici 2’ (¢) = z(t). Obecnym FeSenim této rovnice
je funkce x(t) = cet, vyfeSenim rovnice s po¢atecni podminkou dostaneme fesic
funkei p(t;to, g) = xoetto.

Véta 4.4. Mnozina G z predchozi definice je otevrend a @ je spojitd na G.

Diikaz. Intermezzo: otevienost G znamend, ze pro kazdé (xg,tp) € 2 a t existuje
r > 0 takové, Ze pokud ||(yo, So) — (20, t0)]| je malé, potom FeSeni y prochézejici
bodem (o, so) je definované v bodech (t—r,t+r), spojitost pak odpovidé tomu,
ze toto Feseni bude po celou dobu “blizko” toho puvodniho.

Bez Gjmy na obecnosti necht ¢y > t. Vezmeéme (t; to, zo) € G, bud z maximal-
ni feSeni s poc¢éteéni podminkou z(tg) = xg. Pak [tg,t] C D, (feSeni je defino-
vano na celém tomto intervalu). Vezméme ¢ > 0 tak malé, aby [to,t 4+ 2] C D,
(to muzeme, nebot D, je oteviend) a zdroveni K5 := {(y,s) €e R" xR : s €
[to—0,t+ ] Aly(s) —z(s)| < d} C Q. Takto definovand mnozina Ky je kompakt-
ni a tedy f je na K5 omezend konstantou ¢ (spojitd funkce na kompaktu) diky
¢emuz z lokalni lipschitzovskosti plyne globéalni L-lipschitzovskost vzhledem k .

Dokazeme, ze feSeni “blizko” toho puvodniho neopusti “rouru” K. Zvolme
e > 0 takové, aby ¢ < W. Vezméme g, so tak, aby |sg — to| < ¢,
|zo—y0| < €. Déle vezmeme y maximélni feSeni s podminkou y(s¢) = yo. Chceme
dokézat, Ze y je definované aspon na intervalu [sg,t + 0] a plati |y(s) —z(s)| < 6
pro vSechna s € [so, t + J].

Muzeme psat

[y(s0) — x(s0)| < ly(s0) — x(to)] + [x(to) — x(s0)| <

lyo — zo| + |2/ (§)]]to — so| < (1 + co)e,

kde £ je konstanta z Lagrangeovy véty, kterd ve vicerozmérném prostoru plati
pouze jako neostra nerovnost.
Déle odhadujme (pouZzijeme Lemma 4.2)

[y(s) = 2(s)] < ly(s0) —w(s0)|e" 7 < (14 eo)ee™ 770l < (14 cp)ee (020,

kde uvazujeme pouze body s, pro které existuje y(s) a y lezi v Ks na [sg, s].
7 volby e dostavame navic

[9(5) — a(5)] < (1 + co)eeH0+20) < 2
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Maximé&ln{ feSeni y opust{ kompakt (Véta 3.5) K5 nékde za ¢asem sg. Oznac-
me v ¢as prvnfho opusténi (pfesnéji fefeno infimum vSech ¢asti, kdy to uz neni
v tom kompaktu). Na intervalu [sq, ] plati odhad (2), tedy |y(v) — z(7)] < g,
z ¢ehoz mame v = t + J, to znamend, ze kompakt nemiizeme opustit jinak nez
za Casem t. Tim jsme dokézali otevienost G.

Dokézeme spojitost ¢ na G. Vezméme dva body (¢;to,x0) a (s;s0,y0) jako
minule a uvazujme rozdil

lo(t;to, wo) — @(s,50,90)| < (s to, z0) — ©(s5to, o) |+

[p(sito, T0) — (8380, y0)| < |z(t) — 2(s)| + |z(s) —y(s)| <
co(t —8) + |x(so) — y(so)eLls_S‘)H <colt—s|+ 1+ co)eLls_s"HxO — ol

¢imz jsme ukdzali lipschitzovskost, a tedy spojitost ¢ na G. O

Z hlediska praktickych aplikaci ¢asto uvazujeme rovnici (1) ve tvaru 2’ =
f(z,t,\) zévislém na hodnoté parametru A. Pfidejme druhou rovnici A’ = 0
a pocatecn{ podminky x(tp) = 0 a A(tg) = Ao, ¢imZ jsme zdvislost na parametru
prevedli na zévislost na podateéni podmince (v piipadé, Ze f je zavisi na A
lipschitzovsky).

Oz/naéme pro ucely nésledujici véty 8% derivaci ve sméru w € R™ dle pro-
ménné .

Véta 4.5. Necht f € CL(Q),w € R™. Potom g—f)(t,to,xo) existuje v kaZdém
bodé G. Oznacime-li x(t) = @(t,to,zo) a u(t) = g—;ﬁ(t,to,xo), pak funkce u je
reSenim rovnice ve variacich

konec 4. predndsky (14.3.2025)

Diikaz. Vétu dokazeme za silngjstho predpokladu f € C2(Q).

Vezmeme pevné bod (zg,t) a vime, Ze timto bodem prochdzi pravé jedno
maximaln{ feSeni, ozna¢ime ho z(t). Déle oznacme A(t) = V. f(z(t),t). Potom
A(t) je matice n x n. Vezmeme pevné w € R™ a oznacme u(t) maximaln{ feseni
pocatecni ulohy (3).

Dle Véty 5.4 existuje pravé jedno feseni a je definované na celém intervalu,
kde je definovana A(t). Cheeme dokazat, Ze u(t) = -2 (t,to,20). Z definice
méme, ze

0 o1
%Sﬁ(t, to, o) = }llg%) B(@(tvtoﬂﬁo + hw) — @(t, to, To)-

Vezmeme t pevné tak, aby (¢,t0,z0) € G, tedy z(t) je dobfe definované. Vez-
meme dost malé h tak, aby o(t,tg, 2o + hw) bylo definované. Polozme yj, (t) :=
w(t, to, zo + hw).

Definujeme funkei n, (t) = + (yn(£) —2(t)) —u(t). UkéZeme, Ze limy,_,o 1 (t) =
0. Pisme

@Mﬂ—f@%ﬂﬂﬂZ%U@Mﬁﬂ—f@@JD—VJ@®JW@-

S

() =
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Pouzijeme Tayloruv rozvoj prvniho fadu pro funkci f, dostaneme

Th(0) = 7 (Tl ((0), (1) — 2(0) +

5 (1) — () 2 F(t), (1) — (1)) — V(1 2(1) ().
Tedy mame, ze
Th(0) = Ve (@(0),1) | 3 (n(t) — (2)) — u(t)| + 72a(0)

Potom 1), (t) = A(t)ns(t) + 2, (t).
Pro h malé je vie v Ks z Véty 4.4. Na Ks jsou V. f a V2f omezené < M.
Zde piedpokladdme, Ze f € C2(Q). Potom z Lemmatu 4.2 miiZeme psét

M yn(to) — x(to) 2110l < O |lw]|?.

N | =

len(®ll < 5 Mlgn(t) — D) <

Uvédomime si, Ze np(tp) = 0 a napiSeme integralni rovnici odpovidajici di-
ferencidlni rovnici pro n),

nWFwW®+/A®%@+%®@

to

Tedy [l (1) < [ i, Mllnn(s)]| + Chds| = Clt — tolh + |}, Ml (s)ds|. Powsi-

jeme Gronwallovo lemma (Lemma 4.1), dostaneme.

lnn ()] < CheMIE=tel,

tedy mn(t) — 0 pro h — 0, ¢imz je diukaz ukoncen. O

Ukéazeme si jednu aplikaci nasledujici véty pro vypocet derivace fesici funkce.
Priklad 4.6. Mé&jme rovnici ' = z, jeji feslcl funkece mé tvar ¢(t,tg, xg) =
xoe! Tt Potom %gp(t, to, o) = e 7t TotéZ mitzeme spocitat z predchozi véty.
Hledan funkce fesi diferencidlni rovnici v’ = u s pocdatecni podminkou u(tg) = ¢.
Jejim FeSenim je e?~%, coz jsme chtéli dokdzat.

Za uvedenych predpokladia dokonce gTi zévisi spojité na xq tj. resici funkce
je diferencovatelnd (m4 totélni diferencidl) vzhledem k xzq. Lze téz ukdzat, ze ¢
je diferencovatelnd viaci ¢ a to.

12



5 Linearni rovnice
Definice 5.1. Normu matice A € R"*" definujeme
|A]l = sup{|Az|;z € R", x| <1},
kde |z| = /23 + - + 22 je norma vektoru x € R™.
Véta 5.2 (Vlastnosti normy matice). Necht A, B € R®*". Potom:
(i) | Al >0 a ||Al| = 0 prdvé kdyz A= 0.
(i) ||aA| = |a|||Al| pro vsechna a € R.
(iir) | A+ Bl < [|A]l + [|B].
(iv) |AB| < [|A[l||B]-
(v) |Az| < ||A|||z] pro x € R™.
(vi) Je-li A reguldrni, pak |Ay| > % proy € R™.
Diikaz. Prvni tii vlastnosti fikaji, Ze operdtor | - || je norma (cviéeni).

Dokézeme vlastnost (v). Piipad 2 = 0 je trividlni, necht tedy a # 0. Polozme

y= \%I Potom muzeme psat

[Az| = [A(lz|y)| = |lx|Ay| = |2[|Ay| < |2[[|All.

K dtkazu vlastnosti (iv) muzeme psat |ABx| < ||A||||B]||z|, kde jsme dvakrét
pouzili jiz dokdzanou vlastnost (v). Potom

|AB|| = sup [ABz| < Sup. [AllIBl =l < [ B] - 1.

lz[<1

Nakonec, pro vlastnost (vi) polozme v := Ay, tedy y = A~'v. Potom

_ _ _ Yy
ol =470l < A7l = A7 4l ey Lyl =
¢imz je dikaz ukoncen. O
Definice 5.3. Linedrni rovnici rozumime rovnici
a' = A(t)x + g(t), 2(to) = o, (4)

kde A(t) : (a,b) = R™ ™ ¢(t) : (a,b) = R™ jsou spojité.

V prednéasce MA3 jste jiz studovali tento typ rovnic, ted se vsak budeme
vénovat obecnéjsimu pripadu, kdy A a g zavisi na t.

Véta 5.4 (Globalni existence a jednoznacnost). Necht to € (a,b),xo € R™ je
ddno. Pak existuje jediné teseni rovnice (4) definované na celém (a,b) spliujici
pocatecni podminku x(ty) = xg.

13



Diikaz. Rovnice (4) je ekvivalentni rovnici (1), kde f(z,t) = A(t) - = + g(t).
Muzeme psat

[f(z,8) = [y, )| = [A(D)x = Ayl < [[A(D)][]x = yl.

Funkce A(t) je omezend na kompaktnich intervalech, tedy f je lipschitzovska.
Tedy pro kazdou pocateéni podminku existuje pravé jedno maximalni feseni.
Dokézeme, Ze toto feseni je definované na celém (a,b).
konec 5. predndsky (21.3.2025)

Predpoklddejme, ze Feseni neni definované na celém (a,b). Potom existuji
a, € (a,b) takové, Ze FeSeni je definovdno na («, 3). Toto FeSeni musi opustit
kazdy kompakt, tedy mimo jiné i K = [tg, 8] x B(0, R), kde R je dostatetné
velké. Reseni x splnuje
AL
lg(s)|<C
|2 (to)|=C t -
C’—|—/ (Llz(s)|+C)ds <

to

lz(8)] < \w‘(to)|+/ (Al (s)] + lg(s)])ds

to

Z Gronwallova lemmatu dostaneme

<C+C(B—to) + /t Llz(s)|ds = |z(t)] < (C + C(B —to))e~ P10

to

R

Dosli jsme ke sporu s Vétou 3.5, nebof feseni  nemiize opustit kompakt K. [

Dulezitd pozndmka: Teseni existuje globdlné na oboru spojitosti A(t), g(t).
Ve skutecénosti pfedchozi véta i pro nelinedrni rovnice &’ = f(z,t) se sublinedrn{
pravou stranou, tj. pokud |f(x,t)| < a(t)|x| + g(¢), kde a(-), g(-) jsou spojité.

Definice 5.5. Homogenni rovnici{ rozumime rovnici (4) pro g(t) = 0, tj.
' = A(t)x, x(to) = xo. (5)

Pouzijeme znalosti linearni algebry k tomu, abychom mohli formalizovat
postup reseni linedarnich ODR.

Véta 5.6 (Prostor feSeni). Mnozina Ry Teseni homogenni rovnice (5) bez za-
dané pocdtecni podminky tvori n-dimenziondlni podprostor C*((a,b), R™).

Diikaz. Jadro linedrniho zobrazeni Lz := 2’ — Ax je vektorovy prostor. Dok4-
zeme, ze ma dimenzi n. Necht ¢ = 1,...,n a z(ty) = e;, pro tuto pocatecni
podminku dostaneme feseni x‘. Potom {z?',..., 2"} tvoif bazi prostoru viech
feseni. Skutecné, tyto vektory jsou linearné nezavislé, méjme linearni kombinaci
crat 4 Fcpa™ = 0, specidlné v case tg mame crel +- - -4-c,e™, coz implikuje, ze
¢; = 0 pro kazdé i. Navic vezmeme libovolné feseni 2’ = A(t)z, opét zkoumejme
stav v ¢ase to. Mame z(tg) = die! +...d,e" pro vhodnd dy,...,d,. Definujme
y(t) == dixl(t) + -+ + d,2"(t), tedy y Fesi rovnici ¥ = Ay a y(to) = 2(to),
z Cehoz diky jednoznac¢nosti feseni dostavame y = z. Nalezli jsme n-prvkovou
bézi, tedy prostor Ry ma dimenzi n. O
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Definice 5.7. Fundamentdlni systémem pro (5) rozumime libovolnou bézi Ry .
Matice, jejiz sloupce tvori prvky libovolného fundamentalniho systému, nazy-
vame fundamentdlni matici pro (5).

Uvedeme si nékolik pozndmek k definici fundamentalni matice. Je-li ®(¢)
néjakd fundamentalni matice, pak

o O(t) spliuje “maticovy tvar (5)”, tedy ®'(t) = AD(¢).
o ®(t) je reguldrni pro kazdé t € (a,b).
o Obecné feseni (5) ma tvar ®(t)c, kde ¢ € R™.

o O(t) := ®(t)d(ty) je také fundamentdlni matice, kterd navic spliuje

B(ty) = 1.

Véta 5.8 (Variace konstant). Necht ®(t) je libovolnd fundamentdlni matice pro
(5). Potom reseni nehomogenni rovnice (4) lze napsat ve tvaru

z(t) = (1)@ (to)wo + <I>(t)/ O 1(s)g(s)ds

to
pro t € (a,b)
Dikaz. Zderivovanim dostaneme ' = A(t)x + g(t), déle staci ovérit pocatedni

podminku dosazenim. O

Definice 5.9. Wronského determinant (Wronskidn) rovnice (5) je redlnd funkce
w(t) := det(P(t)), kde @ je libovolna fundamentdlni matice pfislusné rovnice.

Véta 5.10 (Liouvilleova formule). Necht ®(t) je maticové reseni (5) a necht
w(t) = det ®(t). Potom

w(t) = wito) e ( [ 1rasias)

to
kde tr A je stopa matice A.

Diikaz. Dokazovana rovnost je ekvivalentni s

w'(t) = w(to) exp (/t tr A(s)ds> tr A(t)
a tedy
/(1) = tr A(Eyu(t) w(to) = w(to)
Déle

d d SgNn o
a det (I)(t) = & Z(_l)sg cI)l,cr(l) (t) s (I)n,cr(n) (t> =

g

®’ je v k-tém Fadku
—

iZ(q)SW ... D :Zn:detDk,
k=1
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kde Dy, je matice ® se zderivovanym k-tym radkem.
konec 6. predndsky (28.5.2025)
Dale si uvédomime, ze ®'(t) = A(t)®(t), pficemz nasobeni matici zleva pro-
vadi fadkové tipravy na matici ®(t). Konkrétnd ¢} (t) = Y1 | ari(t)¢? (t).
Plati det Dy, = Ak (t) det ®(t) (vlastnosti determinantu). Z toho dostévame,
ze w'(t) = det ®(t) Y p_, Apr(t) = w(t) - tr A(¢). O

Pokud tr A(t) > 0, potom wronskidn roste, = 0 mnozina moznych hodnot
feSeni zachovava objem a pro tr A(t) < 0 v pribéhu ¢asu objem kles4.

Piiklad 5.11. ReSme rovnici

2\’ (2 0 T

y) \0 —=2)\y)’
Dostavame 2’ = 2x,y' = —2y, tedy z = 2(0)e?!,y = y(0)e~2*. Necht z(0), y(0) €
[0, 1]. Potom pro fixni t; > 0 dostavame z(t1) € [0, e%"1],y(t1) € [0,e~2%1]. Obsah

tohoto obdélniku je e*1e=2t = 1. Tedy, obsah je konstantni, coz odpovida
pozorovani z véty, nebot stopa matice ze zadani je nulova.

Prfiklad 5.12. Mé&jme rovnici ' = f(t,2). UkdZeme si, Ze roli stopy matice
z predchoziho prikladu tu hraje divergence f v proménné x.
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6 Linearni rovnice s konstantnimi koeficienty

Definice 6.1. Linedrni homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty a s matici
A € R™™™ je rovnice
' = Ax. (6)

Myslenkou studia téchto rovnic je analogie s rovnici 2’ = ax pro a € R, kde

fesenim je z(t) = woe®. UkaZeme, Ze rovnice (6) ma Teseni x(t) = eAtxy.

Definice 6.2. Maticovou exponencidlu definujeme predpisem

]
€A = E
k=0

| —

k
!A

o

s konvenci A° = I.

Rada s definice maticové exponencidly je dobie definovand, nebot || %Akn <
%HA”kv piicemz »7;7 %Ck = e konverguje pro kazdé ¢ € R. Navic z tohoto
odhadu dostavame ||| < ellAll.

Priklad 6.3. Necht A = <§ (1)) Potom
A s L3 0\ _ (e o0
A= aA =2y )= o)
k=0 k=0 Kl

Véta 6.4. Necht U(t) = e, Pak U(t) je fundamentdlni matice rovnice (6)
a plati U0) = 1.

Diikaz. Rada konverguje pro viechny matice, tedy i pro matici tA, coz znamené,
ze U je dobre definovana. Plati

ij k=0
Toto je mocninné fada s polomérem konvergence oo, tedy ji mizeme derivovat
¢len po Clenu (nulty ¢len se zderivuje na nulu).

— AF - 1
U/(t) = Z Fktk71 == ZAmAkiltkil = AetA == AU(t)
k=1 k=1 ’

Vytknuti A muzeme provést, nebot operator ndsobeni matici A je spojity.
Zavér ohledné U(0) plyne z toho, Zze pro t = 0 je prvni ¢len sumy roven
jednotkové matici a vSechny ostatni jsou nulové. O

Z obecného tvaru fegen{ dostavame, 7e x(t) = ®(t)® 1 (to)xo, pricemz to = 0
a tedy U(0) = U~1(0) = I. Z toho jiz plyne z(t) = e**zy.
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Véta 6.5 (Vlastnosti maticové exponenciély). Plati ndsledujici vlastnosti ma-
ticové exponencidly

(i) e = eI proa € R;
(ii) pokud AB = BA, pak eB = edeB;
(iii) €€ AC = C~1eAC;
(iv) e~ = (eA)~1, specidlné e? je vidy reguldrni.
Diikaz. Budeme dokazovat postupné.
(i) Dosazenim dostdvame
TS

k=0

P?“g
P?“g

(ii) Nejprve ukézeme, 7e Bet4 = ¢! B. To plyne z toho, Ze

oo

tk Ak thAk Ntk AR A
BZ . Z RO T P
k=0 k=0

Potom z definice U(t) = e!4etB a U'(t) = AetelP + et4BetP = (A +
B)U(t). Tedy U(t) splije rovnici 2’ (t) = (A+ B)x(t), kterou také spliiuje
U(t) = eA+B) 7 jednoznacnosti feseni této rovnice dostavame e?el =
A+B

eAtE,

(iii) Z definice rozepiseme

oo o0

ctAC Z IAC Z

k=1 k=1

lAk

N‘H
W“p—\

<1
c! § : gA’Cc =C~teAC.
k=0

(iv) Okamzité plyne z (ii), nebot ede™4 =€ =T

O

Disledek 6.6 (Variace konstant pro (6)). Necht A € R™*", g(t) : (a,b) - R"
je spojitd, to € (a,b) a xg € R™ jsou ddna. Potom reseni rovnice

x' = Az +g(t), 2(to) = o
md tvar

¢
z(t) = et~y Jr/ (=94 (s)ds.

to
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Dalsi otazka, kterou se budeme zabyvat, je hleddni maticové exponencialy.
K tomu pouzijeme takzvany Jordantv kanonicky tvar matice.

Véta 6.7. Necht A € R"*", J jeji Jordantiv kanonicky tvar, A = VJV !
a (M1, ..., \n) je diagondla J. Potom et® = Vel V=1, kde matici et definujeme
jako diag(et™t,... et ), pricemz P(t) je blokové diagondini matice se stejné
velkymi a stejné usporddanygmi bloky jako J a blok velikosti k matice P(t) je
roven

1 1 -
§t2 (k—ll)!t: ;

o1 ¢t - 7(k_2)!t -

o0 0 - 1

Disledek 6.8. Bud a = max{R\: XA € 0(A)} a m velikost nejvétsi Jordanovy
buriky prislusné k vlastnimu &islu RN = a. Pak existuje M > 0, Ze [|e!4] <
Mt™ e pro vsechna t > 0. Speciding, pro vsechna & > a existuje M >0
takové, Ze ||et?|| < Mete.

konec 7. predndsky (4.4.2025)

Definice 6.9. Pro matici A € R"*" a jeji spektrum o(A4) definujeme o_(A4) =
o(A)N{R < 0}, 0p(4) = (4A) N{R =0}, 0+(4) = d(4) N {R > 0}. Piislusné
podprostory generované prislusnymi (zobecnénymi) vlastnimi vektory znacime
X_(A), Xo(A), X1 (A) (nazyvame je stabilni, centrdlni a nestabilni podprostor).

Ziejmé R™ = X (A)® X_(A)D Xo(A). Tyto prostory jsou invariantn{ vzhle-
dem k A a té7 vzhledem k e'4.

Véta 6.10 (Asymptotické chovani podprostorti). Necht A je dand matice. Po-
tom existuji kladnd o, 8, M a c takovd, Ze plati:

1. Pokud xo € X_(A), pak |e xq| < ce™|xg| pro kazdé t > 0.
2. Pokud xq € X1 (A), pak |exo| < ceP|xo| pro kaZdé t < 0.
8. Pokud xo € Xo(A), pak |etxo| < c(1 + [t))M|xg| pro kazdé t € R.

Dikaz. Nejdifve necht xg € X_(A). Potom zg = Zle a;v;, kde v; jsou zobec-
néné vlastni vektory pifslusné \; € o_(A). Dale mame, Ze etz = Vet Vlx.
Spocéteme V ~lxz. Jestlize v je sloupec matice V, potom V ~1v je jeden ze sloup-
cli jednotkové matice, tedy ma tvar (0,---,0,1,0,---,0)T. Tedy V~lzy ma
nenulové hodnoty jen v fadcich prislusnych RA < 0. Mizeme odhadovat normu

lezoll < [V[l]le": Fadky s e |[[|V ™ a0l < Ce™ o]

Zde jsme vyuzili faktu, Zze “polynom” e~ ¥ lze odhadnout e~ Mtk < e(-At+e)te
pro vhodnd c a €.
Diikaz ostatnich implikaci je podobny. O

V predchozi vété plati i opacnd implikace, a to ve smyslu, Zze uvedené vlast-
nosti charakterizuji dané podprostory.
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7 Stabilita

Lemma 4.2 ndm teoreticky poskytuje spojitost fesici funkce v proménné x, pro
vétsi ¢ vsak kvuli exponencidlnimu rastu nemd vyznam. Budeme proto zkoumat
okolnosti, za nichz existuji odhady, které se nezhorsuji pro t — oc.

Definice 7.1. Necht f = f(x,t) je spojita v oteviené Q € R"*! a navic lokalné
lipschitzovskd vici . Necht © D {0} x I kde I = (7,00) a necht f(0,t) =0 pro
vSechna t € I. Rekneme, Ze nulové feseni rovnice (1) (2’ = f(¢,x)) je

(i) stabilni, jestlize pro vSechna to € I a ¢ > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro
|zo| < & plati, ze (t,tg, o) je definovdno a spliiuje |p(t,tg, zo)| < € pro
libovolné t > tg;

(ii) nestabilng, jestlize neni stabilni;

(iii) lokdlni atraktor, jestlize Vty € I existuje n > 0 tak, Ze pro |zo| < 7 je
definovan vyraz o(t, to, zo) pro vSechna t > tg a navic ¢(t, tg, z¢) — 0 pro
t — +00;

(iv) asymptoticky stabilni, jestlize je stabilni a navic lokdln{ atraktor;

(v) uniformné stabilni, jestlize pro vSechna € > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro
vSechna ty € I z |zg| < ¢ plyne, ze vyraz ¢(t,tg, o) je definovan a spliuje
lo(t, to, z0)| < € pro t > to;

(vi) wuniformé asymptoticky stabilni, jestlize je uniformné stabilni a navic exis-
tuje n < 0 takové, ze Ve > 0 existuje T > 0 takové, ze pro vsechna
to € I z |zo| < n plyne, Ze p(t,to, o) je definovidno pro vSechna ¢ > ¢
a |p(t, to,xo)| < el prot >to+T.

Pojem asymptotické stability zavadime proto, ze lokdlni atraktor nutné ne-
musi implikovat stabilitu. Konstrukci takového feseni muzeme nahlédnout po-
moci tzv. Vinogradovova systému. V pfipadé autonomni rovnice splyvaji pojmy
(asymptotické) stability a uniformni (asymptotické) stability, nebot muZeme
psét p(t,to, o) = p(t —to,0,20).

Obecnéji fefeno, feseni #(t) rovnice 2’ = f(x,t) se nazve stabilni (resp.
uniformné stabilni atd.), jestlize ma analogickou vlastnost nulové feseni rovnice
u' = g(u,t) kde g(u,t) = f(&(t) + u,t) — f(Z(t),1).

V pifpadé feSeni linedrni rovnice (4), tj. ' = A(t)x + g(t) je stabilita ekvi-
valentni stabilité libovolného feseni piislusné homogenni rovnice (5).

Véta 7.2. Je ddna rovnice ' = A(t)x, kde A(t) je spojitd v I = (1,00). Necht
®(t) je (libovolnd) fundamentdlni matice. Potom nulové tesend je

1. stabilni, prdvé kdyz pro ¥ty € I je ||®(t)|| omezend v [tg,o0);
2. asymptoticky stabilni, pravé kdyz ||®(t)|| — 0 pro t — oco;
8. uniformné stabilni, prdve kdyz existuje ¢ > 0 takové, Ze pro vsechna s <

teljel|@t)® 1(s)|| <e.
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4. uniformné asymptoticky stabilni, prave kdyz existuji kladnd o a ¢ takovd,
Ze pro viechna s <t € I je || ®(t)® 1 (s)|| < ce™ (5,

Véta 7.3. Necht A je konstantni matice. Potom nulové veseni rovnice ' = Ax
je

sovo

1. (uniformné) stabilni, prdvé kdyz RA < 0 pro vSechna viastni éisla A € o(A),
pricemZ RA = 0 pouze pro polojednoduchd vlastni Cisla (tedy prislusné
Jordanovy buriky maji velikost 1).

2. (uniformé) asymptoticky stabilni, pravé kdyz R\ < 0 pro vsechna vlastni
¢isla A € o(A).

Diikaz. Plyne ihned z tvaru maticové exponencialy. O
Matice A spliujici RA < 0 pro vSechna A € o(A) se nazyvd Hurwitzowskd.

Lemma 7.4. Je ddna rovnice ' = Az + r(x,t). Necht existuji kladnd a,c
tak, Ze |et?|| < ce™* pro t > 0. Necht ddle r(z,t) : R"! — R" je spojitd
a |r(x,t)| < ylz| pro vSechna x,y kde v < <. Pak kazdé Tesent spliuje

[z(t)] < clz(to)] exp(=5(t — to))
prot > ty, kde B =a —cy > 0.

Diikaz. Necht x fes{ 2’ = Az + r(z,t) na (0,400). Pak z fes{ 2’ = Az + g(t),
kde g(t) := r(z(t),t). Z variace konstant (Dusledek 6.6) dostavdme, ze

¢
z(t) = et~y +/ (=94 (s)ds.

to

Pro t >ty dostaneme

t
lz(®)]| < ce™ 10| | +/ ce” (17 |la(s)|ds.

to

Jinymi slovy,
t
lz(®)]le" < ce™*lao +/ ce” (7% || (s) | ds.
to

Z Gronwallova lemmatu (Lemma 4.1) dostédvame
()] < ceto® ||zl ).
Po opétovném prenasobeni exponencidlou nakonec mame

lz(®)]| < eflaolle!— ) = cemBUT gy .
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konec 8. predndsky (11.4.2025)

Véta 7.5 (o linearizované stabilité). Je ddna rovnice ' = f(x). Necht f(z9) =0
a f(z) je C* na okoli zg a necht R\ < 0 pro kaZdé \ € o(A), kde A =V f(zo).
Potom xq je (uniformné) asymptoticky stabilni.

Dikaz. Bez ijmy na obecnosti uvazujme z¢ = 0. Dale definujeme g(z) = f(x)—
Az. Potom nasi rovnici prepiSeme do tvaru ' = Az + g(x).

O matici A miizeme fict, ze [|et4|| < ce™ . Pfesndji feceno, necht \g :=
max{RA: X € 0(A)}. Necht —a € (A9, 0) a k tomuto « nalezneme ¢ > 0 takové,
ze plati vyse uvedend rovnost. Existenci takového ¢ nam zarucuje Dusledek 6.8.

Déle o funkci g vime, ze g(z) = o(||z]|) a limz_o % = 0. Nechf v < 2,
vezmeme § > 0 dost malé, aby % < v na B(0,0). Pak na tomto okoli plati
lg(@)]l < 6l]l.

Pouzijeme sefezavaci funkci

5.
1,t < &
n(t) = 0,t > 9;
spojité prodlouzeni na (g, 3).
Déle definujeme h(z) := n(||z||)g(x). Podivime se na rovnici 2’ = Ax + h(x).
Pro ||z]| < § plati h(z) = g(z), ddle pro ||z > & je h(z) nulovd a nakonec pro
)

llz|| € [§,0] plati ||h(z)]] < [lg(z)]|. Tato porusend rovnice jiz spliuje pfedpo-
klad Lemmatu 7.4. Aplikaci tohoto lemmatu dostdavame odhad na TeSeni této
porusené rovnice.

lz(@)I| < ell(to)|e=P¢"), 8 > 0.

Vezmeme x(tg) dost malé, potom diky predchozimu odhadu funkce = ztstane
v B(0, $) pro viechna t > 0, tedy h(z) = g(z), z éehoz nakonec dostavime, Ze
x Tesi i ptivodni rovnici ' = Az + g(z). Tim jsme dokdzali, Zze TeSeni zacinajici
blizko nuly zkolabuji v nekonecnu, coz je pravé definice asymptotické stability.

O

Véta 7.6 (o linearizované nestabilité). Je ddna rovnice ' = f(x). Necht
f(zo) = 0 a f(z) je C' na okoli o a necht existuje vlastni cislo X € o(A)
takové, Ze RX > 0, kde A =V f(xg). Potom x¢ neni stabilni.

Diikaz. Idea dikazu: nejdrive si matici A prevedeme do Jordanova kanonického
tvaru, poté si ukdzeme, ze feseni “se drzi” nestabilniho sméru. Nakonec dukaz
formélné dokonéime pomoci véty o opusténi kompaktu (Véta 3.5).

Bez Gjmy na obecnosti uvazujme xo = 0. Necht tedy A = VJV ! je
prevod matice A do Jordanova tvaru. Prendsobime matici J zprava matici
H = diag(n,n?,...,n") a zleva matici H~! = diag(n~!,...,n71). Dostava-
me matici v Jordanové kanonickém tvaru, kde misto jednicek méame 7. Potom
A= (VH)J(VH)"! Muzeme psét

' = Az + g(x) = (VH)J(VH) 'z + g(z).
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Necht y := (VH) 'z, potom
= (VH) "2’ = Jy + (VH) 'g(VHy).

Ozna¢me §(y) := g(VHy). Dostali jsme tedy rovnici y' = Jy + g(y). Plati
#(y) = olllyll) (plyne z toho, ze g(z) = of|lz]]).

Méjme vektor y = (y1,...,yn). Necht z = (21,...,2;) jsou nestabilni sméry
aw = (Wjt1,...,Wy) jsou stabilni a centralni sméry. Potom necht o(t) :=

1y |zl ap(t) == 220, [wil®. Mizeme psat o(t) = Y7, 2% a analogicky

pro w;. Implicitné zde predpokladame zavislost na c¢ase. Déle definujeme Z :=
{(z,w) e R : o(t) = ¥(1)}.

Necht Ao := min{R\; A € o(A4), RA > 0}. Vezmeme 1 = 22 a § > 0 takovd,
aby [|g(y)|| < nlly|l pro viechna y € Bs. Dale definujeme K := Z N Bs.

Uvazujme Teseni{ y(t) = (2(t), w(t)), pro které budeme odhadovat. Ukdzeme,
ze plati, ze pokud @(t1) — ¥ (t1) > 0, potom p(t) — ¢(t) > 0 pro vSechna t > t;,
dokud jsme v Bjs. Ukdzeme, ze (p(t) — ¥ (t)) > 0.

MiuzZeme psat

Z toho mame, Ze

J J J
! t) = ZQ%X“Z”Q + 2%221‘/1,21‘4_1 + 2%2 zigi(z,w)

=1 =1 =1
J J J
> 2)\02 |2i|* — Q%Z ZifbZit1| — Q%Z 2Gi(z, w)| .
=1 =1 =1

Déle plati (AG-nerovnost)

iZit1

< 2”;('“'2 ) < g (ol0) + 0(0)) = ()

a také

5G| < Z<|zz»|2n+ (e 0) ) = G0elt) + (),

l\JM—A

nebot Y- [g:? = |g(y)|* < n?ly|* < 2n?|2]* = 2n2e(t).
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Celkové tedy méme, Ze ¢'(t) > (200 —2n—3n)p(t) > Tne(t), jelikoz Ao > 3n.
Obdobné budeme postupovat s odhadem pro ¢’ (t). Mizeme psat

P(t)=2R > win) =2R > wi(hwi + nwiy + gi(z,w))

i=j+1 i=j+1

=2R (| N\ Z \wi\g—i- Z W;NW;41 + Z wlg,(z,w)

i=j+1 i=j+1 i=j+1

n n

1 1
<2z [ X (il lweal) + 3 (o + Ligew)))

i=j+1 i=j+1
< 2m(t) +n(t) + 2ne(t) < Snp(t),

pri¢emz v posledni nerovnosti jsme vyuzili faktu, ze ¥(t) < ¢(t). Z téchto dvou
pravé dokdzanych nerovnosti jiz plyne ¢’ (t) — ¢'(t) > 2ne(t) > 0.

Z nerovnosti pro ¢’ (t) plati % > Tn. Zintegrovanim dostaneme nésledujici
nerovnost pro funkei ¢:

p(t) > ™10 o(tg).

Necht y(0) = (2(0),w(0)) € K. Potom existuje T' > 0 takové, ze plati
nerovnost e”(T=%) o, (ty)||> > 6%. Uvazujme kompakt C' := K x [tg, T + €.
Nase feSeni y tento kompakt opusti. Bud ¢; = inf{¢ > to; (y(t),t) € C}.

Pak t; < T + €. Skuteéné, necht t; > T + ¢, potom ||y(t1)[|? > ©.(t1) >
e™ti=to) (o) > §2. To je spor s predpokladem, Ze t; je infimum. Jisté plati
y(to) € 0 K. Funkce ¢ —1 je rostouci, tedy ¢ (to) —1(to) > ¢©(0)—1(0). Z toho jiz
plyne, Ze |y(to)| = d. Dostali jsme, Ze FeSeni y opust{ otevienou kouli o poloméru
4, coz je presneé to, co jsme chtéli dokazat v této véte. O

konec 9. predndsky (25.4.2025)
Na zavér této kapitoly si uvedeme jednu vétu bez dikazu, kterda se hodi
k vysSetfovani stability na okoli stacionarnich bod.

Véta 7.7 (Hartman-Grobman). UvaZujme autonomni rovnici ' = f(x). Necht
xo je hyperbolicky staciondrni bod této rovnice (tedy o(V f(xzg)) NiR =0). Pak
existuje okoli U bodu xg a okoli V' bodu O € R™ a homeomorfismus ¢ : U — V
pri kterém se teSent rovnice ' = f(x) zobrazi na Tesend rovnice ' = Ax, kde

A=V f(zo).
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8 Prvni integral
V celé této kapitole budeme uvazovat autonomni rovnici

o' = f(x) (7)
pro f spojitou a lokdlné lipschitzovskou.

Definice 8.1. Funkci U : Q — R nazveme pronim integrdlem rovnice (7),
jestlize U € C1(2) a je nekonstantn{ a zaroveti t — U(z(t)) je konstantni pro
kazdé feseni x dané rovnice v 2.

Napiiklad, mame-li rovnici 2" + kz = 0 (Ize pomoci ni popsat kmitan{ pruzi-
ny s hybnosti k& > 0), funkce V (2/,z) = 322 + %wQ je jejim prvnim integrdlem,
nebot tato funkce je zfejmé hladkd a nekonstantni a

d
&V(m’(t), z(t) =2 - 2" + kxa' = 2/ (2" + kx) = 0.
Véta 8.2 (Charakterizace prvnich integraltt pomoci orbitalnich derivaci). Bud
Q C R” oteviend, f : Q@ — R™ spojitd a U : Q — R je tridy C*. Potom
nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) Pro vsechna reseni x rovnice (7) je t — U(x(t)) konstantni;
(i) VU(&)f(&) =0 pro vsechna & € Q.

Diikaz. (i) == (i): P¥{fmym vypoctem dostaneme LU(z,t) = VU(x(t)) -
() = VU(x(t)) f(x(t)) = 0.
(i) = (ii): Mé&me bod ¢ € Q. Dle Peanovy véty (Véta 1.6) bodem &

prochézi néjaké feseni x takové, ze x:(0) = &. Z toho jiz dostavame, ze VU (§) -

d
f(&) = §U((t)],_, =0 O
Definice 8.3. Prvni integraly Us,...,Uy jsou linedrné nezdvislé v bodé x,
J=1,..., n
jestlize matice (gg?) . ma v tomto bodé hodnost k.
i/i=1,...

Je dobré si uvédomit, ze prvnich integralia, které jsou linedrné nezavislé v bo-
dé xp, muze byt nejvyse n— 1, coz plyne z Véty 8.2, a to tak, ze pro kazdy prvni
integral plati VU;(z¢) L f(xo) # 0 a v prostoru dimenze n existuje presné n— 1
linedrné nezavislych vektort kolmych na dany vektor.

Metodu prvnich integralt budeme pouzivat k redukci po¢tu rovnic v sousta-
vach ODR. Skutecné, méjme soustavu

a necht V(z,y) = K je jeji prvni integral. Ve vétsiné pripadi z toho muzeme
vyjadiit x jakozto funkei = h(y, K), coz po dosazeni do druhé rovnice ndm
dava

y' = g(h(y, K),y),
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¢imz jsme zredukovali pocet rovnic na jednu. K presné formulaci pravé popsa-
ného postupu pouzijeme nasledujici vétu.

Véta 8.4 (O snizeni ¥ddu). Necht Uy, ..., Uy jsou proni integrdly (7) linedrné
nezdvislé v bodé xqy. Potom resent prochdzejici bodem xq lze lokdlné popsat pomoct
(n — k) rovnic 2’ = g(z), z e R*7k g : Rk - Rk,

Diikaz. Oznaéme K; = U;j(zg) aT = {x € R" : Uj(x) = K; proi = 1,...,k}.
Vime, ze VU1 (o), ... VUi (z0) jsou linedrné nezdvislé vektory, to znamend, ze
8U,;>j:17""n

95 ) i1,k
necht toto jsou sloupce 1,..., k. Oznatme x = (x1,...,2k,y), kde z € R™ a pro
y € R" % plati y = (Tht1, 1’31?1)

Jelikoz matice (gg)J " je reguliirni, diky vété o implicitnich funkeich

i=1,...,

existuji konstanty §, A > 0 takové, ze pro kazdé y z d-okoli bodu z( existuje
pravé jedna k-tice (z1,...,zr) 2 A-okoli zy (uvazujeme restrikci na prvnich &
souradnic) takové, ze plat{ U;(x1,...,2x,y) = K; pro vSechna i = 1,... k.
Pokud piislusnou k-tici oznaéime jako (¢1(y),...,vr(y)), potom funkce ¢ je
t¥idy C*.

Z vyse uvedeného dostavame, Ze pokud (z1(t),...,x,(t)) je TeSeni rovnice
(7), potom pro i > k + 1 plati

zi(t) = filer(t),- ., za(t)) = filpr (D)), only(®) y (1) = fily(t).

Timto jsme ziskali pozadovanou soustavu rovnic

(Thg1s--rxh) =y = Fly@), f: R"F 5 RF,

matice ( ma k linedrné nezavislych sloupct. Bez Gjmy na obecnosti

O

Véta 8.5 (Existence linedrné nezévislych prvnich integrali). Necht f € C1(€),
f(zo) # 0. Potom md rovnice ' = f(x) na okoli xzy (n — 1) pronich integrdli,
které jsou linedrné nezdvislé v bodé xq.

Pravé vybudovanou teorii muzeme vyuzit k aplikaci takzvané metody cha-
rakteristik, coz je matematicky aparat, ktery ndm umoznuje prechazet mezi
autonomnimi ODR a jistou tfidou linedrnich parcialnich diferencialnich rovnic
(podrobnosti viz prednédska Uvod do parcilnich diferencidlnich rovnict).

konec 10. prednasky (2.5.2025)

Ipokud ji zrovna uéi nékdo pFicetny
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9 Ljapunovské funkce a stabilita

V této kapitule se pokusime vybudovat pokrocilejsi teorii, kterd naAm umozni ur-
Cit stabilitu u vétsiho po¢tu moznych obycejnych diferencialnich rovnic. Budeme
uvazovat evoluéni rovnici (1)

' = f(z,t),
kde f: 2 x I — R™ a 2 C R" je oteviena. Bez Gjmy na obecnosti dile necht
f(0,t) =0 pro vSechna t € I a I = [0, +00), neboli jinymi slovy 0 je staciondrn{
fesSeni této rovnice. Budeme zkoumat stabilitu tohoto nulového feseni.

Definice 9.1. Funkci w : Q@ — [0,400) nazveme pozitivné definitni, pokud je
spojitd, w(0) = 0 a w(x) > 0 pro vSechna = € Q \ {0}.

Pozitivné definitni funkce jsou napiiklad f(x,y) = 22 + y? nebo g(z) =
S aixfki pro k; € Na a; > 0.
Definice 9.2. Funkci V(z,t) : Q x I — [0, +00) nazveme ljapunovskou pro (1)
v §2, jestlize

(i) V je spojitd a V(0,t) = 0 pro vSechna t € [;
(ii) ¢ — V(z(t),t) je nerostouci pro kazdé feseni x rovnice (1);

(iii) existuje pozitivné definitni funkce w v Q takova, ze V(z,t) > w(x) pro
vSechna x € Qat el

V nékterych pripadech prvni integral mize byt kandidatem na ljapunov-
skou funkei, ale ne vzdy to tak vyjde. Déle, je-li V tiidy C', je podminka (ii)
ekvivalentni nekladnosti orbitalni derivace

@)+ VaV(a, ) f(,t) SO

pro vSechna (z,t) € Q x I. Dukaz je analogicky dikazu Véty 8.2.

Véta 9.3 (Ljapunovskd funkce a stabilita). Necht (1) md ljapunovskou funkci
pro bod 0, pak nulové rTesent je stabilni.

Diikaz. Volme e > 0 a chceme najit § > 0 tak, aby |zo| < ¢ implikovalo |z(t)| < e
v kazdém case t > 0. Bez jmy na obecnosti necht U(0,e) C 2. Dale budeme
uvazovat ljapunovskou funkci V' a priislusnou pozitivné definitn{ funkei w (tako-
vou, ze V(z,t) > w(x) pro kazdé = € Q).

Na sfére S. := {x € R™ : |z| = €} je funkce w kladnd a spojitd a S, je
kompaktni, tedy w nabyva na S, svého minima a > 0 v néjakém bodé £ € S..

Mame, ze w(x) > « pro vSechna z € S, a chceme, aby V(zo,%) < a. Pro
dané tg je V (-, tg) spojitd a V(0,tg) = 0. Diky tomu existuje § > 0,6 < € takové,
ze V(z,to) < ama U(0,0).

Necht nyni zo € U(0,0), tedy V(xo,t0) < o, a tedy V(z(t),t) < V(zo,tg) <
«a pro vsSechna t > ty3. Pro spor predpokladejme, Ze existuje cas t; takovy,
ze |z(t1)| > e, ale pak by diky spojitosti musel existovat das to takovy, ze
|z(t2)| = €, tedy x(t2) € Se, ale V(z(t2,t2)) > w(z(t2)) > a, coz je spor s vol-
bou vhodného §. O
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Véta 9.4 (Ljapunovska funkce a asymptotickd stabilita). Necht rovnice (1) md
v QX I apunovskou funkci V. Necht navic existuji v € pozitivné definitni funkce
A a n takové, Ze

(i) V(x,t) < A(z) pro kazdé (x,t) € Q x I,
(it) SV (2(t),t) < —n(z(t)), kdykoli z Tesi (1) v Q.
Potom 0 je asymptoticky stabilni v I.

K dtkazu této véty budeme potfebovat nasledujici lemma o zachovavani
konvergence pfi aplikaci pozitivné definitni funkce (poznamenejme si, Ze opacnd
implikace plati také diky vété o limité slozené funkce).

Lemma 9.5. Nechtw je pozitivné definitni v ae > 0 je takové, Ze U(0,¢) C €.
Bud (z,)5%, posloupnost v U(0,¢€) splnujici w(xz,) — 0. Potom x,, — 0.

Diikaz. Volme € > 0, £ < ¢ libovolné. Potom U(0,¢) \ U(0,€) je kompaktni, w
je spojitd, tedy zde nabyva svého minima w(xg) > 0. Potom existuje ng takové,
Ze pro vSechna n > ng méme w(z,) < w(xop), a tedy =, € U(0,£). O

Dikaz Veéty 9.4. Stabilitu jsme jiz dokdzali ve Vété 9.3, staci tedy dokazat, ze
pocatek je lokalni atraktor. Mé&jme ¢ > 0, k tomu ze stability nalezneme § > 0
takové, Ze pro |zg| < 6 mdme |z(t)| < € v kazdém case t > 0.

Déle uvazujme x( takové, ze |zg| < 0. Funkce ¢t — V(x(t),t) je neklesajici
a nezapornd, tedy existuje lim;_, 1o, V(2(t),t) = a > 0. Déle plati

/t n(z(s))ds < —/t %V(x(s),s)ds =V(z(to),to) — V(x(t),t),

pro t jdouci do nekonecna dostavame V(x(to),to) — V (x(t),t) = V(z(to), to) —a,
a tedy
(o ]
| ntalo)ds < Vatta), ).
to

Jmenovité tento integral je konecny, a tedy existuje posloupnost t, ,* 400
takové, ze n(x(t,)) — 0 (pozor, n(z(t)) samotnd nemusi konvergovat k nule).
Z pravé dokdzaného lemmatu dostédvame, ze x(t,) — 0, z éehoz diky spojitosti
a pozitivni definitnosti funkce A v 0 dostdvame A(z(t,)) — 0.

Déle mizeme psat 0 < V(z(t,), tn) < A(x(tn)) — 0, atedy V(x(tn),tn) — 0.
Diky vété o limité podposloupnosti dostavame, ze V(z(t),t) — 0 = a a jelikoz
0 <w(z(t)) < V(t,z(t)) — 0, musi nutné platit w(z(t)) — 0.

Jelikoz posloupnost t, byla volena libovolné, mame diky predchozimu lem-
matu z(t,) — 0 pro libovolnou ¢, 400, a tedy dle Heineovy véty z(t) — 0,
coz jsme chtéli dokazat. O

Na zavér si uvedeme vétu, kterda ndm poskytuje nékolik moznych charakte-
rizaci pro asymptotickou stabilitu nulového feSeni.

Véta 9.6 (Ekvivalentni podminky pro rovnici (6)). Je ddna rovnice ' = Ax,
kde A € R™*™. Ndsledugjici vijroky jsou ekvivalentni:

28



(i) 0 je asymptoticky stabilni v [0, +00)];
(i) RX < 0 pro vsechna A € o(A), neboli A je hurwitzovskd;

[0

(iii) existuji o, ¢ > 0 takovd, Ze ||et?|| < ce™*t pro vsechna t > 0;

(iv) existuje symetrickd pozitivné definitni matice B € R"*" takovd, Ze
ATB+ BA=—1I.

Diikaz. Ekvivalence mezi body (i), (ii) a (iii) byla jiz dokdzdna ve Vétéch 7.3,

7.2 (iv) a vétéch o tvaru maticové exponencidly.

Dokézeme, Ze z (iii) plyne (iv). Definujeme B := [ et etAdt. Platf etA” =
()T, (AT)F = (AM)T, proto

T o= 1 — 1 !
tAT _ N L 4Tk Lok
=St = ()
k=1 k=1
Déle pro o > 0 z vlastnosti (i) miZzeme psat [|e!4” || = [t < ce~', proto

T — p— —
HetA etAH <ce at oot _ 2, 2at’

tedy integral v definici matice B je dobfe definovany.
Ukézeme, ze B je symetrickd a pozitivné definitni. Plati

BT = (/ etATetAdt) =/ (etATetA)Tdt:
0 0

:/ (etA)T(etAT)Tdt :/ etATetAdt — B.

0 0

T

Daéle B spliuje

(Bx,x) = </ etATetAdtar,m> =/ <etATetAx,x>dt
0 0

o0 o0
= / <etAa:, etAx>dt = / ||etAz||2dt > 0,
0 0
kde kladnost tohoto vyrazu plyne z toho, Ze ||e?“z|| je nenulové pro x # 0.
Zbyvé dokazat, ze B spliuje rovnost AT B + BA = —1I. Skuteénd, miizeme
psat

ATB — AT /oo AT A gy — /OO getATetAdt per partes [etATetA] e
0 o dt 0
o0 d o0
— / etAT—etAdt =0-—-1-— / etATetAth = -] — BA.
0 dt 0

Pro dikaz implikace (iv) = (i), ukdzeme, ze V(x,t) := (Bz,z) je lja-
punovska funkce splnujici podminku z Véty 9.4. Jelikoz chceme, aby platilo
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w(z) < V(z,t) < )\( ), staci Voht )\( ) = w(z) = (Bx,x). Nalezneme vhodnou
funkei 7 tak, aby SV (z(t),t) < —n(z). Diky vlastnostem skalarnfho soucinu
plati

%(Bx(t),x(m = (Ba'(t), x(t)) + (Bx(t),2'(t)) =
= (BAx(t), x(t)) + (Bx(t), Ax(t)) =
= ((BA+ ATB)a(t),z(t)) = —||z()]*.

Stacéi tedy volit n(z) = ||z||?, a tedy dle vySe zminéné Véty 9.4 je nase tloha
asymptoticky stabilni. O

Posledni rovnosti se bézné ika Ljapunovova rovnice. Dale z bodu (iv) plyne,
ze V(z) = x - Bz je ljapunovskou funkei rovnice 2/ = Az, pomoci niZz muzeme
sepsat alternativni diikaz véty o linearizované stabilité (Véta 7.5).

konec 11. prednasky (9.5.2025)
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10 Floquetova teorie

V této kapitole se budeme zabyvat linedrni rovnici
' = A(t)x + b(t) (8)
a prislusnou homogenni rovnici
2 = A(t)x (9)

pro T-periodické funkce A € C(R,R"*") a b € C(R,R"). Budeme zkoumat
periodicitu a stabilitu feseni této rovnice.

Pozorovani 10.1. (i) Pro kaZdou pocdtecni podminku xo € R™ existuje pravé
jedno mazimdlni resent obou téchto rovnic a to je definované na celém R.

(i) Bud x Teseni (8) a definujeme y(t) := x(t +T). Potom y je také resent
dané rovnice. Skutecné, plati

Y(t)=a'(t+T)=At+T)x(t+T) + bt +T) = A(t)y(t) + b(t).

(iii) Reseni x je T-periodické prdvé tehdy, kdyZ x(T) = x(0). Implikace —>
je trividlng, pro dikaz té opacné mizZeme definovat y(t) := x(t+T), coZ je
diky jiz dokdzanému také teseni a y(0) = x(T ) x(0). Z jednoznacnosti
Tesent se tyto dvé teSeni musi rovnat, tedy mdme x(t) = y(t) = z(t +T)
pro vechna t.

(iv) Necht @ je fundamentdlni matice (9) takovd, Ze ®(0) = I. Potom reseni x
rovnice (9) je periodické pravé tehdy kdyz ®(T)xog = xo, jingmi slovy, g
je vlastni vektor matice ®(T') prislusnyg viastnimu cislu 1.

Definice 10.2. Necht @ je fundamentdlni matice (9) takova, ze ®(0) = I. Pak
matici C' = ®(T) nazveme matici monodromie.

Dle ptedchoziho pozorovani neni tézké zpozorovat, ze pocet periodickych
feseni nasi tlohy tzce souvisi s dimenzi jadra matice C' — I, tedy nasobnosti
vlastniho ¢isla 1 matice C.

Lemma 10.3 (Maticovy logaritmus). Necht A € R™*" je reguldrni. Pak exis-
tuje matice B € C™*"™ spliujici e® = A. Tato matice B nemusi bijt urcena
jednoznacné.

Usttedni vétou celé Floquetovy teorie je néasledujici véta, kterda ndm umoz-
nuje jistym zpusobem charakterizovat chovani fundamentalni matice pro rovnici

(9)-

Véta 10.4 (Floquet). Ezistuje Q € C(R,R™*"™) T-periodickd, Q(t) requldrni
pro véechna t € R a B € C™"*" tak, Ze

o(t) = Q(t)e'? Vvt eR.
Zde ®(t) je fundamentdlni matice tlohy (9) takovd, zZe ®(0) = I.
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Dikaz. Necht C = ®(T') je matice monodromie. Z Lemmatu 10.3 nalezneme
komplexni matici B € C"*™ takovou, ze e = C a polozime B = %B (tedy
eT"B = C z vlastnosti exponencidly).

Definujeme Q(t) := ®(t)e~*B. Tato matice je reguldrni, spojitd a spliiuje
®(t) = Q(t)e!B. Dokazeme, 7e je T-periodickd. K tomu budeme potiebovat
funkci U(t) := ®(¢t + 7). Plati

V(t)=9'(t+T)=At+T)0(t+T) = A(t)®(t),

tedy ¥ je taky fundamentdlni matice a plati ¥(0) = ®(¢) = C. Zéaroven také
O(t)C je fundamentalni matici (9) a ®(0)C' = C. Z jednozna¢nosti dostévame,
ze ¥(t) = ®(t)C pro vSechna ¢t € R. Nakonec

QUt+T)=(t+T)e DB = w(t)e TBe B = o(t)CC e B = Q(1),
¢imz je ditkaz ukoncen. O
Floquetova transformace y(t) = Q1 (¢)z(t) prevadi feSeni (9) na feseni tilohy
y' = By, coz je rovnice s konstantnimi koeficienty. Plati
y(t) = Q' (D)2(H)wo = QM (1)Q(t)e P zg = ey
Polozime-li t = kT + s, kde k € Z a s € [0,T), pak

m(t) = ®(t)xg = Q(t)etBa?O _ Q(s)e(kT+s)B =
= Q(S)BSB(eTB)kxO _ CD(S)OkZ‘().

Matici C* mazeme relativné snadno spoéitat pomoci prevodu na Jordantv ka-
nonicky tvar, coz v praxi ¢asto vyrazné zjednodusuje vypocty.

Diisledek 10.5. Pokud pro spektrum matice monodromie plati o(C) C {z €
C : |z| < 1}, pak mdme asymptotickou stabilitu.

Véta 10.6 (Existence periodickych Feseni). Necht matice A(t) je spojitd a T-
periodickd. Potom je ekvivalentni:

(i) rounice (8) (nehomogenni) md prdavé jedno T-periodické Tesent pro kaZdou
b e C(R,R™) T-periodickou;

(i) rovnice (9) (homogenni) md pouze trividlni T-periodické Tesent;

(iii) 1 ¢ o(C).

Dikaz. (ii)) <= (iii): x je netrividlni T-periodické FeSeni préavé tehdy, kdyz
x(T) = x(0), coz nastane pravé tehdy, kdyz Cxzy = xo, tedy 1 je vlastn{ éislo
matice C.

(i) = (ii): Pfedpoklddejme, ze z je T-periodické Teseni (8) a pro spor
predpokladejme, ze y je netrividlni T-periodické feSeni homogenni rovnice, tedy
x+y je T-periodické feseni (8), ale z+y # x, coZ je spor s jednoznac¢nosti feseni
nehomogenni dlohy.
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(iii) = (i): ReSeni nehomogenni tilohy miiZeme explicitné zapsat ve tvaru
x(t) = ®(t)xo + fg O (1)@~ (s)b(s)ds. Dokazeme, Ze toto je jediné T-periodické
FeSeni tlohy (8). Muzeme psat x(T) = Cxg + y, kde y = fOT O(T)®1(s)b(s)ds,
tedy z(T') = zo pravé tehdy, kdyz —y = (C' — I)xg. Dle predpokladu v (iii) je
matice C' — I regularni, tedy existuje pravé jedno xg spliujici danou podminku,
proto T-periodické fesen{ (8) je urceno jednoznacné. O

Disledek 10.7 (Stabilita pro periodické linedrni rovnice). Nulové Teseni (9)
je (asymptoticky) stabilni, prdvé kdyZ nulové reseni y' = By je (asymptoticky)
stabilni.

Dikaz. 7 Floquetovy véty (Véta 10.4) a pozndmky o Floquetové transformaci
vime, ze x(t) = Q(t)ePxy = Q(t)y(t). Potom

[z < 1RONy®I < max [|QE)[ly(@®)] = Klly(t)l]

t€[0,T]

a obdobné ~
ly@)I < R~ Ol=®)]l < Kll=(t)]].
O

konec 12. prednasky (16.5.2025)
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