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1 Lokalni existence resSeni

Diferencidlni rovnice nas doprovazi v kazdé oblasti lidského Zivota. Neexistu-
je obecnd teorie, kterd by nam umoznila vytesit vSechny diferencidlni rovnice
najednou. Musime se proto omezit jen na ¢ast rovnic.

Umluva 1.1. V této prednésce budeme studovat systém rovnic

¥ = f(z,t) (1)
za trvalého predpokladu © € R"*! oteviend, f : Q — R™ spojité.

Definice 1.2. Bud I otevieny interval. Funkci x(t) : I — R™ nazveme resenim
diferencidlni rovnice (1) v 2, jestlize pro vsechna ¢ € I plati

(i) (x(t),1) € Q,
(ii) existuje vlastn{ z’(t),
(i) 2/(t) = f(x(t),1).

Takto definované feSeni je nutné spojité a ma spojitou derivaci (je t¥idy
C1), tzv. klasické feseni. Ddle si poznamenejme, Ze plat{ tzv. princip nalepovani:
Pokud mame z(t) feSeni na (a,tg) a na (tg, b), pak uz je feSenim na celém (a, b).
To plyne z toho, ze =’ (tp) = hmt—ng 2'(t) = hmt—ng flx(®),t) = f(z(to), to),
pri¢emz tataz rovnost plati i pro derivaci zprava.

Lemma 1.3. Necht I je otevreny interval, x(t) : I — R™ spojitd spliujici
(z(t),t) € Q pro kazdé t € I a nechi tg € I. Potom je ekvivalentni

(i) x je Tesend (1) splnujici x(ty) = o,

(i) pro kazdé t € I plati z(t) = xo + ftto fx(s),s)ds.

Diikaz. Vime, Ze plati 2'(s) = f(x(s),s) pro vSechna s € I, coZ je spojitd
funkce, kterou mizeme Zintegrovat na [to,t]. Potom z Newtonova-Leibnizova
vzorce mame z(t) — z(to) ft s)ds = ft ,8)ds. Tedy z(t) = zo +

ft s)ds.

Pro dukaz opacné strany si uvédomime, ze pro kazdé ¢t € I je prava strana
diferencovatelnd, tedy «'(t) = f(x(¢),t) a po dosazeni t = ¢y dostdvame z(tg) =
Q- O

Ted si zadefinujeme nékolik pojmi, které charakterizuji mnoziny funkci, kte-
ré se chovaji jistym zptisobem podobné nebo stejné.

Definice 1.4. Rekneme, e funkce mnoziny M C C(K,R") jsou

1. stejné spojité, jestlize pro kazdé x € K a kazdé € > 0 existuje § > 0 takové,
ze || f(z) — f(y)|| < € pro vSechna y € (x — §,2 4+ §) a vSechny f € M.



2. stejné omezené, jestlize existuje C > 0 takové, ze ||f|| < C pro vSechna
feM.

Véta 1.5. (Arzela-Ascoli) Necht funkce x,(t) jsou stejné omezené a stejné

spojité na [0, T]. Potom z nich lze vybrat stejnomérné konvergujict posloupnost.
(bez dikazu)

Nasledujici véta nam 1iké, Ze na néjakém okoli libovolného bodu existuje
feseni zkoumané diferencidlni rovnice.

Véta 1.6. (Peano) Necht (xo,t9) € 2. Pak existuje 6 > 0 a funkce z(t) :
(to — 0,t0 + 0) — R™, kterd je resenim (1) a spliuje x(ty) = .

K dukazu této véty budeme potiebovat pomocné lemma:

Lemma 1.7. Pokud Q = R"™ o f je omezend na , pak pro kazdé T > 0
existuje TesSend (1) na (to — T, to + T) splriujici x(ty) = xo.

Diikaz. Re$me “porusenou” dlohu Py: 2(t) = xg -+ f:o f(z(s—=X), s)ds prot > tg
a x(t) = xo pro t € [tg — A\, to]. Na Iy := (to,to + A] definujeme x(¢) = xo +
ftto fz(s — A, s)ds. Na I := (tg + A, to + 2] definujeme x(t) obdobné a indukei
pokracujeme dokud tg + kA nebude vétsi nez T. Timto je “porusend” tloha
vyfeSena na [tg — A, to + T.

Polozme A = % pron =1,2,.... PiSme dale jen x,, namisto z; /,, tedy feseni
uloh P% tvori posloupnost funkci. Ukazeme, Ze jsou stejné spojité a stejné ome-
zené. Stejnd omezenost plyne z toho, ze ||z, (t)|| = ||xo + ftto flz(s—21),s)ds| <
llzoll + ftto f(z(s — 1), s)||ds. Ale funkce f je omezend, tedy mame |z, (t)|| <
lxo||+ (T —to)- K, kde K je prislusnd konstanta omezenosti f. Stejnou spojitost
méame z odhadu ||z, (t) — z,(r)|| = || ff f(z(s = 21),s)ds|| < |t —r|- K.V po-
sledni nerovnosti jsme odhadli integral souc¢inem délky intervalu a konstantou
omezenosti funkce f. Staci polozit 6 = £, potom ||z, (t) — z,.(t)|| < 0K =e.

Tedy dle Véty 1.5 muzeme z posloupnosti z,, vybrat stejnomérné konver-
gentni podposloupnost x,, . Zbyva dokazat, ze jeji limita resi nasi rovnici.

konec 1. predndsky (21.2.2025)

Ziejmé pro k — oo plati x,, — x(t) a pokud j;to f(@p, (s — L), 5)ds kon-

verguje k f:o f(z(s — 1), s)ds, médme hotovo. Tato vlastnost plyne z toho, Ze

t t
I Sy £ @y (5= 50),8) = f(a(s), 8)ds]| < [, 1f(@n (5= 7)) 8) = fla(s—5), s)I+
1f(2(s — 7). 8) = f(a(s), s]/ds.

Jelikoz f je spojitd, musi byt stejnomérné spojitd na kompaktni mnoziné
[to, to + T] x B(0,r) N, jinymi slovy plati, Ze pro € > 0 existuje 0 takové, ze

pro kazdé dva body z,y takové, Ze ||z — y|| < 0 mame, Ze f(z,s) — f(y, Es))
Ze stejnomérné konvergence x,, mame, ze pro d > 0 existuje ko takové, ze
pro vSechna k > ko plati ||z, (s — rle) —z(s — rle)H < 0.
Jelikoz x je spojitd, na kompaktnim intervalu [to, to+ T je také stejnomérné
spojitd. Potom pro § > 0 existuje k; takové, ze pro vSechna k > ky plati ||z(s —

L a(s)|| < 9.

n



Potom pro vSechna k > max{ko, ki} plati, Ze ndsS integrél je mensi nebo
roven ftto € +eds <T-2¢, tedy jsme opravdu nalezli pozadované reseni.
Existence TeSeni na [tg — T, to] se ukdze podobné. O

Diikaz Véty 1.6. Uvazujme dvé koule kolem bodu (z, tg) takové, 7e K1 C Ky C
f((E, t) A% Kl,

Q. Definujeme f(x,t) = { spojité v Ky \ K3
0, (z,t) € RM1\ K,

7 Lemmatu 1.7 méme, 7e rovnice 2’ = f(z,t) ma feSen{ z splitujici po¢ateéni
podminku z(tg) = xo. Nazveme toto FeSen{ Z. Potom ze spojitosti Z. Tedy
existuje 6 > 0 takové, Ze graf & na (tg —d,t9 +9) lezi v K;. Restrikce Z na tento
interval nam tedy davé feseni puvodni rovnice. O



2 Jednoznacénost reseni

V této kapitole se budeme vénovat otdzce jednoznacnosti feseni diferencidlnich
rovnic. V praxi to ¢asto pozadujeme, naptiklad proto, aby néjaka simulace byla
deterministicka.

Definice 2.1. Rekneme, 7e rovnice (1) ma v Q vlastnost globdini jednoznacnosti,
jestlize pro libovolnd feseni (x, 1), (y, J) spliujici z(¢o) = y(to) pro néjaké ty €
IU J, potom z(t) = y(t) pro viechna t € I U.J. Rekneme, Ze rovnice (1) mé
v Q vlastnost lokdlni jednoznacnosti, jestlize pro libovolnd feSeni (z,I), (y,J)
spliiujici x(tg) = y(to) pro néjaké to € I U J, potom existuje § takové, ze x(t) =
y(t) pro vsechna t € (tg — d,t0 + 9).

Véta 2.2. Rownice (1) md v Q vlastnost globdlni jednoznacnosti prdavé tehdy,
kdyz mad vlastnost lokdlni jednoznacnosti.

Dikaz. Implikace smérem doprava je trividln{ (funkce, které se rovnajf na celé
mnoziné se nutné musi rovnat i na néjakém okoli zkoumaného bodu).

Pro dikaz opac¢né implikace necht mdame dvé feseni (z,I), (y,J) spliujici
x(to) = y(to) = xo pro néjaké to € I N J. Bez Gjmy na obecnosti necht I U J =
(a,b). Polorme M = {t : z(t) = y(t)}. Tato mnozina je diky predpokladu
neprazdnd, necht ¢ := sup M.

Pro spor predpoklddejme, ze ¢ < b. Potom plati x(c) = limy_,.- z(t) =
lim;_,.— y(t), coz se diky spojitosti y rovnd y(c). Tedy ¢ je maximum M. Ale
diky lokalni jednoznacnosti existuje okoli (¢, z(c), na kterém plati z = y. Tedy
x(c+0) = y(c+ §) pro néjaké 6 > 0, coz je spor s tim, ze ¢ = sup M. O

Definice 2.3. Funkce f se nazyva lokdlné lipschitzovska vzhledem k x v €,
jestlize pro kazdé (xq,tp) € Q existuji L a § > 0 takové, Ze

[f(z,t) = f(y,t)] < Llz —y|
pro v8echna (x,t), (y,t) € U(xo,d) X (to — d,t0 + 9).

Véta 2.4. Necht f je lokdlné lipschitzovskd vzhledem k x v Q. Potom rovnice
(1) md v Q vlastnost lokdlnd jednoznacnosti.

Dikaz. Volme (xg,tg) € Q a dvé Feseni (x,I), (y, J) takovd, Ze y(to) = x(yo) =
xg. Vezmeme 01 > 0 tak, aby f byla lipschitzovskd na d1-okoli (xg, o). Necht
§ < 5= je takové, Ze navic § < &, a t takové, aby (x(t),t), (y(t),t) € U(xo,d) x
(to — 0,tp + ¢). Potom plati

lz(t) = y(@® = llzo + t f(a(s),s)ds — (w0 + ) fy(s), s)ds)| <

<L-y-6<

) 1f(2(s),s) = f(y(s), s)lds

< ‘ [ Elato) = wislas

pro v := sup ||z(s) —y(s)||. To plati pro vSechna ¢, tedy v = sup ||z(t)—y(t)|| < 3,
z ¢ehoz plyne v = 0, coZ implikuje rovnost x(¢t) a y(t). O




Zavedeme znadeni f € CL(Q), jestlize % existuji a jsou spojité v Q pro
kazdé i.
Lemma 2.5. Necht f € CL(Q). Potom f je lokdlné lipschitzovskd vzhledem k
v Q.

Dikaz. Mé&jme (x9,tg) € Q. Necht § > 0 je takové, Ze mnozina

M:U($0,5) X (t0—57t0+5)

je podmnozinou 2. Z kompaktnosti M mame, ze jeji parcialni derlvace Jsou
omezené konstantou K.
Déle méjme dva body (z,t), (y,t) € M. Potom |f(z,t)—f(y,t)| = |f(z+0(y—

2),t) = fx+ Uy —2)t)| = | [f(@ + sy —2),0)] | = Ifo1 G f(@+s(y — ), t)ds].

Pro derivaci f platf < f(z + s(y — 2),t) = 30, 630 Lz + s(y —2),t)(yi — x,).
Z toho mame, Ze

—f x+s(y—x),t)ds

</1iK|yi—xi|ds:iKmax|yi—xi| =

i=1 i=1

nK max |y; — x;| < nKly — x|,

kde posledni nerovnost plyne z faktu, ze |y — x| = />y |yi — x4
Tedy f je lokalné Lipschitzovska s konstantou n - K. 0

Rule of thumb (just for fun): plati f spojitd = existuje feseni, f € C! =
feSeni je urceno jednoznacné.
konec 2. predndsky (28.2.2025)
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