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1 Lokalni existence resSeni

Diferencidlni rovnice nas doprovazi v kazdé oblasti lidského Zivota. Neexistu-
je obecnd teorie, kterd by nam umoznila vytesit vSechny diferencidlni rovnice
najednou. Musime se proto omezit jen na ¢ast rovnic.

Umluva 1.1. V této prednésce budeme studovat systém rovnic

¥ = f(z,t) (1)
za trvalého predpokladu © € R"*! oteviend, f : Q — R™ spojité.

Definice 1.2. Bud I otevieny interval. Funkci x(t) : I — R™ nazveme resenim
diferencidlni rovnice (1) v 2, jestlize pro vsechna ¢ € I plati

(i) (x(t),1) € Q,
(ii) existuje vlastn{ z’(t),
(i) 2/(t) = f(x(t),1).

Takto definované feSeni je nutné spojité a ma spojitou derivaci (je t¥idy
C1), tzv. klasické feseni. Ddle si poznamenejme, Ze plat{ tzv. princip nalepovani:
Pokud mame z(t) feSeni na (a,tg) a na (tg, b), pak uz je feSenim na celém (a, b).
To plyne z toho, ze =’ (tp) = hmt—ng 2'(t) = hmt—ng flx(®),t) = f(z(to), to),
pri¢emz tataz rovnost plati i pro derivaci zprava.

Lemma 1.3. Necht I je otevreny interval, x(t) : I — R™ spojitd spliujici
(z(t),t) € Q pro kazdé t € I a nechi tg € I. Potom je ekvivalentni

(i) x je Tesend (1) splnujici x(ty) = o,

(i) pro kazdé t € I plati z(t) = xo + ftto fx(s),s)ds.

Diikaz. Vime, Ze plati 2'(s) = f(x(s),s) pro vSechna s € I, coZ je spojitd
funkce, kterou mizeme Zintegrovat na [to,t]. Potom z Newtonova-Leibnizova
vzorce mame z(t) — z(to) ft s)ds = ft ,8)ds. Tedy z(t) = zo +

ft s)ds.

Pro dukaz opacné strany si uvédomime, ze pro kazdé ¢t € I je prava strana
diferencovatelnd, tedy «'(t) = f(x(¢),t) a po dosazeni t = ¢y dostdvame z(tg) =
Q- O

Ted si zadefinujeme nékolik pojmi, které charakterizuji mnoziny funkci, kte-
ré se chovaji jistym zptisobem podobné nebo stejné.

Definice 1.4. Rekneme, e funkce mnoziny M C C(K,R") jsou

1. stejné spojité, jestlize pro kazdé x € K a kazdé € > 0 existuje § > 0 takové,
ze || f(z) — f(y)|| < € pro vSechna y € (x — §,2 4+ §) a vSechny f € M.



2. stejné omezené, jestlize existuje C > 0 takové, ze ||f|| < C pro vSechna
feM.

Véta 1.5. (Arzela-Ascoli) Necht funkce x,(t) jsou stejné omezené a stejné

spojité na [0,T]. Potom z nich lze vybrat stejnomérné konvergujict posloupnost.
(bez dikazu)

Nasledujici véta nam tika, ze na néjakém okoli libovolného bodu existuje
Teseni zkoumané diferencialni rovnice.

Véta 1.6. (Peano) Necht (xo,t9) € 2. Pak existuje 6 > 0 a funkce z(t) :
(to — 0,t0 + 8) — R™, kterd je resenim (1) a spliuje x(ty) = xg.

K dikazu této véty budeme potiebovat pomocné lemma:

Lemma 1.7. Pokud Q = R"*! o f je omezend na Q, pak pro kazdé T > 0
existuje teseni (1) na (to — Tyt + T) spliujici z(tog) = xo.

Diikaz. Re$me “porusenou” tlohu: z(t) = o + ftz f(z(s = A),s)ds pro t > tg
a x(t) = xo pro t € [to — A, to]. Na I := (to,to + A] definujeme z(t) = zo +
ftto fz(s — A, s)ds. Na I := (tg + A, to + 2] definujeme x(t) obdobné a indukei
pokracujeme dokud tg + kA nebude vétsi nez T. Timto je “porusend” tloha
vyfeSena na [to — A, to + T
Polozme A = % pron = 1,2,.... Pisme dile jen x, namisto zi,, tedy
mame posloupnost funkci. Ukazeme, Ze jsou stejné spojité a stejné omezené.
Stejnd omezenost plyne z toho, ze ||z, (t)|| = ||.730+J:; f@(s—21),s)ds|| < [|zol +
f:o f(@(s—21)||ds. Ale funkce f je omezend, tedy mame ||z, ()| < ||zo||+(T—to)-
K, kde K je prislusna konstanta omezenosti f. Stejnou spojitost mame z odhadu
|zn(t) — zn(r)]] = | f: fla(s = 1), s)ds| < [t —r|- K. V posledni nerovnosti
jsme odhadli integral souc¢inem délky intervalu a konstantou omezenosti funkce
f. Staci polozit 6 = &, potom ||z, (t) — 2,.(t)|| < 0K =e.
Tedy dle Véty 1.5 muzeme z posloupnosti x, vybrat stejnomérné konver-
gentni podposloupnost. Zbyva dokédzat, ze jeji limita resi nasi rovnici.
konec 1. predndsky (21.2.2025)
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