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1 Cviceni 1
Piiklad 1.1. Nalezneme u : R? — R fesici rovnici % — 6:1:2‘3—’; = 0 a splnujici
u(z,0) = up(z) pro danou funkei ug.

dz

Diikaz. Resme soustavu rovnic 47 = 1, % = 622,

Méme 92 =1, tedy © = t + ¢y, pak %’ =6(t+c1)? tedy y = —2(t+¢1)® +

ey = =23 + co. Mame, Ze y + 222 je konstantni, tedy u(z,y) = U(y + 223).
Dosazenim poéateéni podminky dostavame ug(z) = u(z,0) = U(2z?), ted

p p y ) ) Yy

U(z) = uo({/%), z ¢ehoz méme u(x,y) = uo(y/ #) O

Piiklad 1.2. Najdéte u : R? — R Feeni g—g + yg—Z = 0 takové, ze u(0,y) = %

Diikaz. Méme soustavu ODR i—f =1, % = y. Jejim Fesenim jsou funkce z(t) =

t+c1 ay(t) = ceet. Plati pro y > 0,¢3 > 0 vztah logy = ¢ + t, tedy z — logy
je konstantni funkce. Z toho mdame, Ze u(z,y) = U(x — logy) a dosazenim
pocateéni podminky dostavdme i =u(0,y) = U(—logy) = U(z) = e*. Méme

tedy u(x,y) = %ex, obdobné myslenka funguje i pro piipad y < 0 (dostaneme

stejny vysledek). O



2 Cviceni 2

Priklad 2.1. Naleznéte u FeSen{ (z—l—y—x)% + (z—l—a:—y)g—z +29% = 0 splitujici
u(z,y, 1) = sin(x + y).

Dﬂkaz Mame soustavu ODR ‘é—f =z+y—=x, ?th/ =z+z—y, % = z. Plati ‘é—f +
dt 2dz = 0, jinymi slovy %(m—l—y—Zz) = 0. Tedy plati u(x,y, z) = U(z+y—22).
Dosazemm pocéteéni podminky dostdvame u(z,y, 1) = sin(z+y) = U(z+y—2),
tedy u(zx,y, z) = sin(x +y — 22 + 2). O

Piiklad 2.2. Naleznéte u fesenf x5 + (x—l—y)g— = 0 takové, Ze u(z,y) = ug(x)
na okoli bodu (1,0), pfipadné na okol{ bodu (0, 0).

Diikaz. Resime soustavu ODR i—f = x,E = x +y. Madme z = ce!, tedy

.. .y _u _catert |
y = cpey + cite’. Viimneme si, ze ¥ = %lclt, tedy ze~= = ciete” 1 je

konstantni funkce. Proto feSeni hleddme ve tvaru u(z,y) = U(ze™ = ). M4 platit
u(z,0) = ug(z) = U(zx), tedy u(z,y) = ug(ze 7). Tento vyraz mé smysl na
okoli (z,0),x # 0. Pro okoli bodu (0,0) mé smysl jen feseni pro uy konstatni.
Ukazeme si jiny postup. Vychdzime ze vztahii x(t) = c1et, y(t) = coel +cqtel.
Pro jaké hodnoty ¢y, ca prochdzi bodem (xq,yo) pro t = 07 Méme 29 = ¢1,y0 =
¢ + c1t = co. Hledand charakteristika tedy md tvar x(t) = zoe!, y(t) = yoe! +
xotel. Tyto charakteristiky protnou piimkuy = 0 v bodé t = —g—g. Potom mame

2(t) = zoe” 70 . Méme tedy u(z,y) = ze~*. =

P#iklad 2.3. Reste tilohu x2S a“ + J;yay = 0, u(z,1) = ug(x) na okoll bodu
(1,1) (ptipadné (0,0)).

Dukaz Soustava ODR dm = 22, % = xy. Plat~i %logm = %logy = z, tedy
o 1og§ = 0. Reseni je tedy ve tvaru u(z,y) = U(In(3)) = U(%). Platf Uit) =
u(z,1) = uo(z), tedy U(z) = ug(L), z Eehoz dostaneme u(z,y) = up(3)- Na
okoli poc¢atku ma smysl jen ug = const. O

Piiklad 2.4. Regte dlohu (3z+4y) g% +(4x+3y)g—’; = 0 s po¢ateéni podminkou
u(z,0) = up(z) na okoli (1,0).

Diikaz. Resfme soustavu ODR if = 3z + 4y, % = 4z + 3y. Mame lambda-

-matici ( Z A 3 f A)' Tato matice je singuldrni pro A =7 a A = —1 (vypo-

. T . . 1 1 (s .
Cet determinantu). Pfislusné vlastni vektory jsou (1> a (1) Dostavame, ze

y(t) cle’ — o€
Alternatlvnl postup: vime, Ze ‘(ﬁ + dy = 7(x + y), tedy éit log(z +y) =7,
analogicky -4 5 log(z—y) = —1. Mzeme tedy psat 7 log(x+y)+Tlog(x—y) = 0.
Potom (z+y)(z—y)" je konstantni podél Fesent, tedy u(z,y) = U((z+y)(z—y)7).
Aplikujeme poédteéni podminku, dostaneme ug(x) = u(z,0) = U(a®). Cel-
kové dostavame u(x,y) = uo((x + y)'/%(x —y)7/?). O

L —Tt et
(x( )) = 7t +eae + je obecné Teseni této soustavy.



Priklad 2.5. Naleznéte fundamentalni systém rovnice 8“ + xz y gcy% =0.

2
Dukaz Resfme soustavu ODR dx =1,% — 4> 42 — 49 Vidime, ze 9% +
» dt »dt Y ) dt

W = 2zyz—2xyz = 0. Tedy wl(x, Yy, 2) = y?+2? fedf danou soustavu. Hledejme

druhé nezévislé fegeni. PouZijeme vétu o redukci. Necht tedy & = z,§ = y? +
2 ~

2% 2 =z

Resfme novou rovnici 6@ —T\Y — 22 8“ = 0. Odpovidajici soustava ODR je

dz __ dz __ 52 1 dz _
G=lLE=-3Vy—=2 Upravami ji dostaneme do tvaru —= = —zd2x.

S
iy

|
r:,‘“',\',

Po zintegrovani dostavame arcsin( \f) +iz2=C.

Aplikujeme na tuto rovnost funkci sinus a pomoci prislusného souctového
vzorce dostaneme rovnost

Z iz2) z2 (1 )
“cos| =) +4/1—Zsin( 22?) =C.
VY (2 ¥ 2

Zpétnym dosazenim puvodnich proménnych dostavame

2 2
__c cos (x) + Yy sin (m) =C.
VY2 + 22 2 VY2 + 22 2

Muzeme tedy psat ¢o(x,y,2) = zcos L ° ysin %&-. Timto jsme nalezli funda-
mentdlni systém {1, 15}.

Na okoli (1,1, 0) aplikujeme poéateéni podminku u(z,y,0) = xy
Plati ¥ (z,y,0) = 32, tedy y = /21. Obdobné s (x,y,0) = ysin %4, tedy %

P2 _ s o
Vol nakonec x = ,/2arcsin NOTE

2 2
. zcos - 4ysin L~
vV y2 + 22, |2 arcsin #. ]
/y2+22

Priklad 2.6. Reste tilohu xg—g + log x% = 0 s pocateéni podminkou u(z,0)
uo(x) na okoli (2,0).

arcsin

Z tohoto jiz dostavame u(z,y,z) =

Dukaz Maéame soustavu ODR dI =z, f;t’ log z. Trivialné dostdvame x =
cret,y =logeit + 1t2 + co.

Fix xg, yo, hledame konstanty tak, aby v case t = 0 jsme méli Feseni (zq, yo).
Méme zg = ¢1 a yo = cz. Potom z(t) = zoel,y(t) = logzot + %t2 + yo. Na-
jdeme priiseéik s osou z (polozime y = 0). Mdme t* + 2logwzot + 2yo = 0.
Toto je kvadratickd rovnice, jejiz feseni jsou t12 = —logxg + Vlog? o — 2yo.
Zpétnym dosazenim dostavame x(t) = xge™ 1080 TVI08® 20-200 5 tedy u(x,y) =

’U,O(II,’Bi log z++/log? x72y)' O

Priklad 2.7. Reste tlohu 5t \f + f = 0 s pocatecni podminkou
u(l,y,z) =y -z



Diikaz. Soustava ODR 4% = \/z, % = /U, £ = /2. Jejim Fefenfm je 2,/z = t+

1,2y = t+c2,2y/z = t+c3. Z toho dostavame, Ze fundamentalni systém tvori
napiiklad funkce /z —\/y a \/z—+/z. Madme u(z,y, z) = U(V/T — /Yy, VT —/2),
Aplikujeme pocatecni podminku: u(1,y,z) = U(1 — \/y,1 — /z) =y — 2. Tedy
U(a,b) = (1 —a)? — (1 —b)2. Celkové dostéavdme u(z,y,2) = (1 — /& — /y)* —
(1- vz —2)> O



3 Cviceni 3
Na tomto cviceni se budeme vénovat feseni kvazilinearnich PDR.

Piiklad 3.1. Reste dlohu 2% + b%% = 42 s podatecni podminkou u(ty,z) =

ug ().

Diikaz. Uvazujme homogenni rovnici %—’t” ba—z + 22%’ a k ni piislusny cha-
rakteristicky systém. % =1, 35;3 = b, ‘diz = 22. Potom jednoduse vidime, Ze

dz—bt)=0a zaroven 4 (L4+¢)=0. Tedy mame charakteristiky ¢ (¢, z, 2) =

x — bt (t,x,2) = ; + t. Resenim ptivodni homogenni rovnice je jejich kom-
binace, tedy ¥ (t, z,z) = F(Y1(t, x, z),¥2(t, z, 2)). Aplikaci poc¢ateéni podminky
dostavame 1 (to, z, up(x)) = 0, tedy hleddme F(u,v) tak, aby F(z — btg, ﬁ(x) +
to) = 0. Takovou funkci je F(u v) = m
dostavame 9 (t, z,z) = m +tg— +t = 0. Z toho jiz muzeme vyjadrit

+ tg — v. Zpétnym dosazenim

— 1 _ up (x=b(t—to))
i ———— A I =
Piiklad 3.2. Reste tilohu a" + :U = —tu s pocateéni podminkou u(0,z) =
sin z.

Diikaz. Uvazujeme rovnici ’9“’ + xaw tzgy 8“’ = 0. K ni mame soustavu ODR
a =1, gz =z, 9 = —tz. Odtud méme E(t —logz) =0a L (5t +1logz) = 0.
Tedy méame ¢y (t,z,2) =t —log|z| a ¥a(t, x, 2) = 2t> +log |z|. Dle predchoziho
prikladu hleddme feseni ve tvaru F(u1(t,z,2), wg(t x,z)), a tedy takové, Ze
0= F(¢1(0,z,sinx),12(0, z,sinz)) = F(—log ||, log|smx|) Uvazujme pouze
mnozinu kde z > 0,sinz > 0. Vime, ze €'°85"® — gin elog”” =sinz —sinz = 0,
tedy muzeme psat ew2 —sine~%1 = 0. Z toho dostévéme e3¢ Tlog= logz—t —
0. Zbyva ui jen vyjadiit z = e3¢ sin(ze ).
Alternativni postup: Nalezneme feSeni charakteristického systému. Dosta-
neme t(s) = s+ c1, x(s) = cee®, 2'(s) = —(s + c1)z(s), tedy logz(s) =
%sQ — 18 + ¢o. Z toho dostdvame z(s) = 636_%32_613. Fix tg, g, 20. Najdeme
hodnoty konstant takové, aby tento stav nastal v ¢ase s = 0. Mame ¢; = ty,
co = xg, €3 = 29. Kdy je t(s ) nulové‘7 V Case s = —tg. Potom z(—tg) = xge™t0

—sine

2(—tg) = zpe 200 = 25e2'0. Z pocatecnt podmlnky dostéavame w(0,z, z) =
2 —sinz, a tedy w(t,z,2) = 2(t) — sin(z(t)) = ze2? — sin(ze~t) = 0, tedy

z=e 2" sin(zet). O

Piiklad 3.3. Reste 22 + 2% = y s podminkou u(z, 0) = 22.

Dikaz. Méame homogenni rovnici x —I— —I—y = 0. Charakteristicky systém

2

je 3—”8” =z, dy =1, gj = y. Plati —(logx —y)=0a wO. Maéame Feseni
F(logz—y, 2y 2—2). Dosadime pocatecni podmmku a mame () = F(logz, —2?) =

0. Tomu odpovidd napiiklad funkce F'(u, v) = e 4 v Zpetnym dosazenim zis-

kdme 0 = e?lo8=— 2y+1y —z,tedy z =2 e‘2y+ O



Piiklad 3.4. Reste ilohu 2% —&—5‘3—; +6u = 0, s pocdteéni podminkou u(z,0) =
T Cos T.

Diikaz. Uvazujme homogenni rovnici 2%—1; + 5‘?9—';’ — 62%—’;’. Jeji charakteristicky
systém je ‘é—f = 2, % = 5,% = —6z. Z téchto rovnic dostavame charakte-
ristiky & (52 — 2y) = 0 a £ (3z + log|z|) = 0. Refenf md tvar ¢(z,y,z) =
F(5z — 2y, 3z + log z). Aplikujeme pocatecni podminku. Plati ¢(z, 0,z cosz) =
F(5x,3z + log|xcosz|) = 0. Tomu odpovidd funkce F(u,v) = 3u — 5v +
log (% cos (%)). Zpétnym dosazenim dostévéame 0 = 3(5z — 2y) — 5(3z +log z) +

log(z — 2y cos(z — 2y)). Z toho méme

Ukézeme si, ze feSeni nemusi existovat vzdy.

Priklad 3.5. Dokazte, Ze neexistuje feseni tlohy 2% +32% 4 8u = 0 spliiujici

oy
u(z, 21y = e?).

Diikaz. Mame homogenni rovnici 2‘3—’; + 3%—2’ — 82%—’;’ = 0. Jeji odpovidajici
charakteristicky systém je % =2, % =3, % = —8z. Z toho snadno dostaneme

charakteristiky 11 (z,y, 2) = 3z — 2y, ¥2(x,y, 2) = 42 + log |z|. Hleddme TeSeni
ve tvaru F(3z — 2y, 4z + log|z|), dosadime podminku, dostavime F(3z — (3z —
1),4x + loge®) = F(1,5z) = 0. To mize nastat pouze v ptipadé F = 0, tedy
tloha nem4 feseni (kdybychom hledali obecné FeSeni, dospéli bychom k funkci
u(z,y) = (3 — 2y)e~*). O



4 Prvni zapoctova pisemka

Priklad 4.1. Naleznéte FeSeni rovnice

spliujici u(z,y, 1) = e® cosy na okoli bodu (1,1, 1).

Diikaz. Charakteristicky systém je i—i = x22, % =93, % = 22. Z toho dosté-

, d 1 _ _d d 1 _ Vo ’ .
vame — g+ = z = §; log|z|, tedy f:(log|z| + <) = 0, coz je prvni charakteris-
tika. Druhou nezdvislou charakteristikou ziskdme zderivovinim %(ﬁ) = -1

a i(_%) = 1a tedy ¢2($7y»2) = % - ﬁ

Budeme hledat Fesen ve tvaru u(z,y, z) = ¥ (log|z|+ 2,1 —

1 ,
- — 5,7)- Dosadime

pocateéni podminku, dostaneme u(z,y,1) = e®cosy = 1/)(%,1 — 555). Méme

2y
funkci (u, v) = e cos (, /ﬁ)
1
Zpétnym dosazenim ziskdme u(z,y, z) = e'*# "= cos s ). O
2(1-z+5,7)

Priklad 4.2. Naleznéte reseni rovnice

o, ou_
Or ay_y

splitujici u(1,y) = cosy na jistém okoli bodu (1,1).

Diikaz. Uvazujme homogenni rovnici

ow n ow Fot )8w 0
—+rx—+(z — =0.
ox oy Ly
Jeji charakteristicky systém je % =1, % =z, % = x 4+ y. Z toho dostavame

r=8+c,y= %s2+cls+02, z = %534—%524—(01—&—02)5—&—03.

Fix (z0, Yo, 20). Nalezneme hodnoty konstant tak, abychom se v ¢ase s = 0
nachéazeli v tomto bodé. Dostavame c¢; = xg,ca = o, c3 = zp. Dale hledame s
takové, aby x(s) = 1. Takové s = 1 — xy. Soucasné chceme, aby u(1l,y) = cosy.
Plati 0 = z(s) — u(1, y(s)) = z(s) — cos(y(s)). Dostavame

xo+1
2

1
0220+6(1—$0)3+ (1—x0)2+(x0+y0)(1—x0)—

1
cos (2(1 — $0)2 +xo(l — o) + yo) .

7 toho jiz dostavame
L o L3 1 2
u(z,y) = cos 2% +x(l—x)+y —5° —§(x+1)(1—x) —(z+y)(1—2x)

na okoli bodu (1,1). O
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