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1 Nahodné jevy

Zactneme nejdiive zdkladnimi definicemi, bez nichz vibec nemtzeme mluvit
o pravdépodobnosti.

Definice 1.1. Vibérovym prostorem rozumime mnozinu {2 vSech moznych vy-
sledkti néjakého experimentu. Prvky w € € této mnoziny nazyvame elementdr-
nimi jevy. Podmnoziné A C Q fikdme (ndhodny) jev.

Pro ilustraci uvedeme nasledujici motivacni priklad, kde podrobné popiseme
souvislosti s pravé zadefinovanymi pojmy.

Priklad 1.2. Hazime dvakrat férovou minci. Nasim vybérovym prostorem bude
mnozina ) = {PP, PO,OP,00}. Udélost, Ze prvni hod je panna, je tedy A =
{PP, PO}. V tomto zapise pismeno P odpovida tomu, Ze padla panna, kdezto
pismeno O odpovida orlu.

Daéle uvazujme jevy Hy — pri prvnim hodu padne panna, a Hy — pti druhém
hodu padne panna. Necht jsou vSechny vysledky stejné pravdépodobné (jingmi
slovy, mince je férovd), potom pravdépodobnost, Ze padne alespoii jedna panna
(tj. nastane jev Hy U Hy) je 3.

Diikaz. Ziejmé z predchoziho mame Hy = {PP, PO} a Hy = {OP, PP}. Prav-
dépodobnost spocteme jako podil velikosti |H; U Ha| = 3 a velikosti celého
prostoru || = 4. O

Tato jednoduché intuice vsak selze v piipadé nekonecné (nespocetné) mnozi-
ny €2, nebot jak jiz Ctenar jisté vi z prednasky zakladi teorie miry, na nespocetné
mnoziné neexistuje “rozumny” zpusob, jak mérit mnoziny. Musime proto pra-
covat pouze s jistou tfidou podmnozin €2, které budeme fikat o-algebra.

Definice 1.3. Necht Q # ) je mnozina a A C 2% soubor jejich podmnozin.
Této mnoziné A fikdme o-algebra, jestlize jsou splnény nésledujici podminky:

(i) 0 € A,
(ii) Pokud A € A, pak A :=Q\ A€ A,
(iii) Pokud Ay, As,--- € A, pak [J;2, A; € A.
Dvojici (92, A) nazyvame méritelny prostor.

Kazdé udélosti A € A prifadime ¢islo P(A), které nazyvame pravdépodobnost
jevu A. Jelikoz chceme, aby se zachovala intuice z predchoziho prikladu, musime
tuto predstavu nalezitym zpusobem formalizovat.

Definice 1.4. Necht (Q,.A) je méfitelny prostor. Zobrazeni P : A — [0,1]
nazyvame pravdépodobnostni mirou (pravdépodobnosti), jestlize:

(i) P(?) =1,

(ii) Pro libovolné po dvou disjunktni méfitelné mnoziny A; € A, i € N plati

P(UZ, Ai) = X272, P(4).



Trojici (€2, A, P) nazyvdme pravdépodobnostni prostor.

Ptimo z této definice jiz muzeme odvodit par zakladnich vlastnosti pravde-
podobnosti, se kterymi dale budeme pracovat. Ve vSech nésledujicich tvrzenich
pracujeme s pravdépodobnostnim prostorem (2, A, P).

Pozorovani 1.5. (Zdkladni vlastnosti pravdépodobnostni miry) Pro vjse
jmenovany pravdépodobnostni prostor plati ndsledujict tvrzeni:

1. P(0) =0,

2. Pro A, B € A disjunktni plati P(AU B) = P(A) + P(B).
3. Pro A € A plati P(A®) =1 — P(A),

4. Pro A,B € A, A C B plati P(A) < P(B).

Diikaz. 1. UvaZzujme posloupnost A; = Q, Ay = A3 = .-+ = (). Potom z vlast-
nosti (ii) z definice mame, ze P(2) = P(QUOUD...) = P(Q)+>_ ., P(0).
Tedy > .7, P(0) = 0, coz mize nastat pouze v pifpadé P(0) = 0 (jde
o soucet nekonecné mnoha nezdpornych cisel).

2. Necht Ay = A, Ay = B, A; = () pro ¢ > 2. Tvrzen{ plyne piimo z vlastnosti
(ii) z definice pravdépodobnostni miry a jiz dokdzané vlastnosti 1.

3.1 = P(Q) = P(AU A%) = P(A) + P(AY). Tato rovnost plati, nebot
mnozina je vzdy disjunktni se svym komplementem.

4. P(B) = P(AUB\ A) = P(A)+ P(B\ A). Jelikoz funkce P je nezdporni,
snadno vidime, ze P(B) > P(A).
O

Lemma 1.6. (Pravdépodobnost sjednoceni) Pro libovolné A, B € A plati
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Diikaz. Rozepiseme AU B = (AN BY)U (AN B)U(A® N B). Tyto tii mnoziny
jsou zfejmé po dvou disjunktni. Dale diky aditivité pravdépodobnosti mame
P(AUB) = P(ANBY) + P(ANB)+ P(A°NB)+ P(ANB) — P(ANB) =
P(A)+ P(B) — P(AN B). O

Véta 1.7. (Spojitost pravdépodobnosti) Bud A, T A nebo A, | A pro
An, A € A. Potom plati P(A,) — P(A).

Diikaz. Necht A,, T A. Potom z definice A1 C Ay... a plati 4 = |J;2, 4;.
Definujme posloupnost B,: By = A1,B, = A, \ A,—1. Potom B; jsou po
dvou disjunktni a plati A, = |, B;. Zfejmé také plati A = (Jo— | 4, =
U,~, Bn. Pak P(A,) = P(U;_, Bi;) = >, P(B;). Z toho jiz mizeme odvodit
limy, o0 P(Ay) = limy o0 Y1y P(Bs) = > ooy P(B;) = P(Uje; Bi) = P(A).
Pifpad klesajici A,, se dokdze analogicky, sta¢i uvazovat C,, = AS. O

konec 1. predndsky (17.2.2025)



Uvedeme si jesté jeden priklad ilustrujici intuitivni chapani pravdépodobnos-
ti a zavedeme prvni takzvané pravdépodobnostni rozdéleni. Uvazujme pripad,
ze prostor () je koneény. Necht vsechny vysledky jsou stejné pravdépodobné,
pak plati

Al
P(A) = —.
1€

V tomto pripadé mluvime o rovnomérném rozdéleni pravdépodobnosti.

Piiklad 1.8. (Hod dvéma kostkami) Vybérovy prostor @ = {(i,j) : i,j €
{1...6}} ma 36 prvku. Jestlize vSechny vysledky jsou stejné pravdépodobné,
pak plati P(A) = %. Napriiklad, pravdépodobnost toho, ze soucet na kostkach
je presné 11, je 2/36, protoze pouze dva vysledky (5,6) a (6,5) odpovidaji této
udalosti.

V praxi casto chceme odlisit, zda pravdépodobnost vyskytu jedné udalosti
néjakym zplisobem zavisi na vyskytu jiné udalosti. K tomu ndm poslouzi pojem
nezavislosti jevi.

Definice 1.9. Dvé udélosti A, B € A jsou nezdvislé, jestlize plati P(AN B) =
P(A)P(B). Obdobné, mnozina udélosti {A4; : i € I} (kde indexovd mnozina [
je nejvyse spodetnd) je nezdvisld, jestlize plati

P4 | =11PA)

jeJ jed
pro kazdou kone¢nou podmnozinu J C I.

Je dulezité si uvédomit, ze disjunktni udélosti s kladnou pravdépodobnosti
nejsou nezgvislé (nebot soucin jejich pravdépodobnosti neni roven 0 — prav-
dépodobnost vyskytu jejich prdzdného priuniku). Obecné se pracuje se dvéma
typy nezavislosti — predpokladanou (plyne z podstaty zkoumané tlohy) a odvo-
zenou (dokézand pomoci jinych vlastnosti tlohy). Néasledujici priklad ilustruje
praktické pouziti pravé zavedeného pojmu.

Priklad 1.10. Héazime férovou minci 10krat. Necht A je udédlost “padla aspon
jedna panna”. Pak plati P(A) =1 — (1/2)1°.

Diikaz. Necht T} je udalost, ze pfi j-tém hodu padne orel. Mizeme psat P(A) =
1— P(AY) =1- P(samé orly) = 1 — P(T}, N --- N Tyo). Déle diky nezavislosti
(v tomto pripadé jde o nezévislost pfedpokladanou) jevi T; mame 1 — P(Th N

Dalsim silnym nastrojem v teorii pravdépodobnosti je podminéna pravdé-
podobnost, kterd ndm poskytuje odpovéd na otdzku “Pokud vim, ze nastala
udalost B, jaka je pravdépodobnost udalosti A?”.



Definice 1.11. Méjme jevy A, B € A. Pokud P(B) > 0, pak podminénd prav-
dépodobnost A za podminky B je definovana vztahem

P(AN B)

P(AIB) =

Poznamenejme si nékolik zakladnich vlastnosti podminéné pravdépodobnos-
ti, jejichz diikaz snadno plyne z prislusnych definic.

Pozorovani 1.12. (Vlastnosti podminéné pravdépodobnosti)
(i) Pro pevné B € A, P(B) > 0 je P(:|B) pravdépodobnostni mira.
i) Obecné plati P(A|B) # P(B|A), plati totiz P(A|B) = P(B|A) 24 (pokud
(it) p p P

P(B)
0bé strany rovnosti ddvaji smysl).

(iii) Uddlosti A a B jsou nezdvislé prave tehdy, kdyZ P(A|B) = P(A) (predpo-
kladdame nenulovost P(B)).

(iv) P(AN B) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A) v pripads, e P(A)P(B) > 0.

Dikaz. Vlastnosti (iii) a (iv) plynou piimo z definice vyndsobenim vhodnou
konstantou.

Vlastnost (ii) se dokdze nasledujicim protipiikladem, uvazujme hod dvéma
férovymi mincemi. Necht H; je udalost “padla aspon jedna panna” a Hs udélost
“padly dvé panny”. Potom P(H;|H;) =1 ale P(Hz|H;) = %. Dikaz obecného
vztahu je ponechdn ¢tenéfi jako snadné (ale uziteéné) cviceni.

Nakonec, vlastnost (i) je dusledkem toho, Ze pro libovolnou mnozinu A € A
je AN B méfitelnd, a navic pro libovolny systém po dvou disjunktnich mnozin
A;,i € N plati P(U;2, 4;|B) = ﬁP (U2, A)NnB) =
ﬁP(U?L(AimB)) = ﬁZi’il P(A;NB) :Z;‘il P(4i|B). O

Pouziti podminéné pravdépodobnosti v praxi vSak nékdy mize vést k nein-
tuitivnim vysledktim, které ilustruje néasledujici priklad.

Priklad 1.13. Uvazujme nemoc D a test, ktery ma dva mozné vysledky. Prav-
dépodobnosti vysledkti tohoto testu jsou uvedeny v nasledujici tabulce. Zde
sloupce odpovidaji pritomnosti/absenci nemoci a fadky vysledktim testu.

| D D¢
+ [ 0.009 0.099
— | 0.001 0.891

7Z definice spocteme nasledujici podminéné pravdépodobnosti:

P(+nD) 0.009
P(+|D) = = =0.9.
(+1D) = =5y = 0009 + 0.001

P(-nDY) 0.891 ~
P(DC)  0.89140.099

P(—|D%) = 0.9.



Vychdz{ ndm, Ze test je docela presny, nebot nemocni lidé maji test v 90%
pripadi pozitivni, stejné tak zdravi lidé jsou v 90% pripadu negativni.

Déle predpokladejme, Ze pacient Sel na test a ziskal pozitivni vysledek. Spoc-
teme, s jakou pravdépodobnosti je opravdu nakazeny.

P(DN+) 0.009
P(D|+) = = ~ 0.08.
(DI+) P(+) 0.009 + 0.099

Vyslo nam, ze na prvni pohled zdanlivé precizni test ve skutec¢nosti ma méné
nez 10% tspésnost. Jednim z duvodi této diskrepance muze byt napriklad velky
nepomér zdravych lidi viéi nakazenym (pouze jedno procento) ve zdrojovych
datech, coz je jev ktery se obecné vyskytuje u vétsiny nemoci. V praxi se proto
casto pracuje s domnénkami — naptiklad testujeme jen pacienty, kteii vykazuji
néjaké symptomy apod.

Na zavér uvedeme dvé velmi uzitecné véty, které se Casto pouzivaji v nej-
ruznéjsich ilohach a tykaji se podminéné pravdépodobnosti. Zformulujeme je
pro spocetné rozklady, ale obdobna tvrzeni plati i pro kone¢né rozklady s velmi
podobnym dikazem.

Véta 1.14. (Zdkon iplné pravdépodobnosti) Necht Ay, As, ... je spocetny
disjunktni rozklad Q takovy, Ze P(A;) > 0 pro kazdé i € N. Potom pro libovolnou
uddlost B € A plati:

P(B) = ZP(B|Ai>P<Ai).

Diikaz. Definujme posloupnost mnozin C; = BNA; proi € N. Zjevné {C;,i € N}
je disjunktni pokryti B. Potom P(B) = Y .=, P(C;) = Y i, P(BN4;) =
2ic1 P(B|A;) P(4;). O

Véta 1.15. (Bayes) Necht Ay, As, ... je spocetny disjunktni rozklad Q takovy,
Ze P(A;) > 0 pro kaZdé i € N. Méjme uddlost B € A s nenulovou pravdépodob-
nosti. Potom plati:

_ P(B|A;)P(A)
HM&—Z;Pw%WMﬂ

Diikaz. Primym vypoctem dostavame

HMm_P%ﬂm_wawmn_ P(B|A;)P(A;)
Z P(B) P(B) >, P(B|A;)P(4;)’
kde posledni rovnost ziskdme aplikaci Véty 1.14. 0

Pouziti Bayesovy véty si ukdzeme na nasledujicim ptikladu.

Priklad 1.16. Uvazujme e-mailovou schranku. Mame tii kategorie e-mailu:
A; — spam, A; — nizka priorita, As — vysokd priorita. Na zdkladé predchozich
zkuSenosti vime, ze P(A;) = 0.7, P(A2) = 0.2, P(A3) = 0.1. Necht B je udé-
lost, ze dany e-mail obsahuje slovo “zdarma”. Plati P(B|A;) = 0.9, P(B|Az) =



0.01, P(B|A3) = 0.01'. Jak4 je pravdépodobnost, Ze p¥ichozi e-mail obsahujic
slovo “zdarma” je spam?
Primym vypoctem z Bayesovy véty ziskame
0.9-0.7

P(A,|B) = — 0.995.
(411B) 0.9-0.7+0.01-0.2+0.01-0.1

Tedy pravdépodobnost, Ze tento e-mail je spam je pres 99%!

ITyto hodnoty se nutné nemusi seéist na 1



2 Nahodné velic¢iny

V této kapitole se budeme vénovat ndhodnym veli¢indm, coz bude formalizo-
vat (a zobectiovat) jakysi intuitivni chdpdni toho, Ze néjakd proménnd nabyva
riznych hodnot s urcitymi pravdépodobnostmi. Za¢neme tstfedni definici celé
statistiky — ndhodnou veli¢inou.

Definice 2.1. Necht (2, .4) je méFitelny prostor. Ndhodnd velicina je métitelné
zobrazeni, které pfifazuje kazdému vysledku w redlné ¢islo X (w). Jinymi slovy,
{weQ: X(w) <z} eAVz eR.

konec 2. predndsky (18.2.2025)
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