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1 Nahodné jevy

Zactneme nejdiive zdkladnimi definicemi, bez nichz vibec nemtzeme mluvit
o pravdépodobnosti.

Definice 1.1. Vibérovym prostorem rozumime mnozinu {2 vSech moznych vy-
sledkti néjakého experimentu. Prvky w € € této mnoziny nazyvame elementdr-
nimi jevy. Podmnoziné A C Q fikdme (ndhodny) jev.

Pro ilustraci uvedeme nasledujici motivacni priklad, kde podrobné popiseme
souvislosti s pravé zadefinovanymi pojmy.

Priklad 1.2. Hazime dvakrat férovou minci. Nasim vybérovym prostorem bude
mnozina ) = {PP, PO,OP,00}. Udélost, Ze prvni hod je panna, je tedy A =
{PP, PO}. V tomto zapise pismeno P odpovida tomu, Ze padla panna, kdezto
pismeno O odpovida orlu.

Daéle uvazujme jevy Hy — pri prvnim hodu padne panna, a Hy — pti druhém
hodu padne panna. Necht jsou vSechny vysledky stejné pravdépodobné (jingmi
slovy, mince je férovd), potom pravdépodobnost, Ze padne alespoii jedna panna
(tj. nastane jev Hy U Hy) je 3.

Diikaz. Ziejmé z predchoziho mame Hy = {PP, PO} a Hy = {OP, PP}. Prav-
dépodobnost spocteme jako podil velikosti |H; U Ha| = 3 a velikosti celého
prostoru || = 4. O

Tato jednoduché intuice vsak selze v piipadé nekonecné (nespocetné) mnozi-
ny €2, nebot jak jiz Ctenar jisté vi z prednasky zakladi teorie miry, na nespocetné
mnoziné neexistuje “rozumny” zpusob, jak mérit mnoziny. Musime proto pra-
covat pouze s jistou tfidou podmnozin €2, které budeme fikat o-algebra.

Definice 1.3. Necht Q # ) je mnozina a A C 2% soubor jejich podmnozin.
Této mnoziné A fikdme o-algebra, jestlize jsou splnény nésledujici podminky:

(i) 0 € A,
(ii) Pokud A € A, pak A :=Q\ A€ A,
(iii) Pokud Ay, As,--- € A, pak [J;2, A; € A.
Dvojici (92, A) nazyvame méritelny prostor.

Kazdé udélosti A € A prifadime ¢islo P(A), které nazyvame pravdépodobnost
jevu A. Jelikoz chceme, aby se zachovala intuice z predchoziho prikladu, musime
tuto predstavu nalezitym zpusobem formalizovat.

Definice 1.4. Necht (Q,.A) je méfitelny prostor. Zobrazeni P : A — [0,1]
nazyvame pravdépodobnostni mirou (pravdépodobnosti), jestlize:

(i) P(?) =1,

(ii) Pro libovolné po dvou disjunktni méfitelné mnoziny A; € A, i € N plati

P(UZ, Ai) = X272, P(4).



Trojici (€2, A, P) nazyvdme pravdépodobnostni prostor.

Pfimo z této definice jiz muzeme odvodit par zakladnich vlastnosti pravdé-
podobnosti, se kterymi dale budeme pracovat. Ve vsech néasledujicich tvrzenich
pracujeme s pravdépodobnostnim prostorem (€2, A, P).

Pozorovani 1.5. (Zdkladni vlastnosti pravdépodobnostni miry) Pro vijse
jmenovany pravdépodobnostni prostor plati nasledujici tvrzeni:

1. P(0) =0,

2. Pro A, B € A disjunkini plati P(AU B) = P(A) + P(B).
3. Pro A € A plati P(A) =1 — P(A),

4. Pro A,B € A, A C B plati P(A) < P(B).

Diikaz. 1. Uvazujme posloupnost A; = Q, Ay = A3 = --- = (). Potom z vlast-
nosti (ii) z definice mame, ze P(Q2) = P(QUOUD...) = P(Q)+>_ =, P(0).
Tedy > .2, P(0) = 0, coz mize nastat pouze v pifpadé P(0) = 0 (jde
o soucet nekone¢né mnoha nezdpornych ¢éisel).

2. Necht Ay = A, Ay = B, A; = () pro i > 2. Tvrzeni plyne pfimo z vlastnosti
(ii) z definice pravdépodobnostni miry a jiz dokdzané vlastnosti 1.

3.1 = PQ) = P(AU A%) = P(A) + P(AY). Tato rovnost plati, nebot
mnozina je vzdy disjunktni se svym komplementem.

4. P(B) = P(AUB\ A) = P(A)+ P(B\ A). Jelikoz funkce P je nezdporna,
snadno vidime, ze P(B) > P(A).
O

Lemma 1.6. (Pravdépodobnost sjednoceni) Pro libovolné A, B € A plati
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Diikaz. Rozepiseme AU B = (AN BY)U (AN B)U(A° N B). Tyto tii mnoziny
jsou zfejmé po dvou disjunktni. Dale diky aditivité pravdépodobnosti mame
P(AUB) = P(ANBY) + P(ANB)+ P(A°NB)+ P(ANB) - P(ANB) =
P(A)+ P(B)— P(ANB). O

Véta 1.7. (Spojitost pravdépodobnosti) Bud A, T A nebo A, | A pro
An, A € A. Potom plati P(A,) — P(A).

Diikaz. Necht A, T A. Potom z definice A7 C As... a plati A = Ufil A;.

n—1

Definujme posloupnost B,: By = Ay, B, = A, \ U;_; Ai. Potom B; jsou po
dvou disjunktni a plati A, = |J;_, B;. Zfejm¢ také plati A = (o~ A, =
U, Bn. Pak P(A,) = P(U;_, B;) = >, P(B;). Z toho jiz mizeme odvodit
limy, 00 P(Ap) = limp, o0 Z?:l P(B;) = Zfil P(B;) = P(Uil B;) = P(A).

Pifpad klesajici A,, se dokdze analogicky, staci uvazovat C,, = AS. O
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