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1 Nahodné jevy

Zactneme nejdiive zdkladnimi definicemi, bez nichz vibec nemtzeme mluvit
o pravdépodobnosti.

Definice 1.1. Vgbérovym prostorem rozumime mnozinu {2 vSech moznych vy-
sledki néjakého experimentu. Prvky w € Q této mnoziny nazyvame elementdr-
nimi jevy. Podmnoziné A C Q fikdme (ndhodny) jev.

Pro ilustraci uvedeme nasledujici motivacni priklad, kde podrobné popiseme
souvislosti s pravé zadefinovanymi pojmy.

Priklad 1.2. Hazime dvakrat férovou minci. Nasim vybérovym prostorem bude
mnozina = {PP, PO,OP,O0}. Udélost, 7e prvni hod je panna, je tedy A =
{PP, PO}. V tomto zapise pismeno P odpovida tomu, Ze padla panna, kdezto
pismeno O odpovida orlu.

Daéle uvazujme jevy H; — pri prvnim hodu padne panna, a Hy — pri druhém
hodu padne panna. Necht jsou vSechny vysledky stejné pravdépodobné (jinymi
slovy, mince je férovd), potom pravdépodobnost, Ze padne alespoii jedna panna
(tj. nastane jev Hy U Hy) je 3.

Diikaz. Z¥ejmé z predchoziho mdme Hy = {PP, PO} a Hy = {OP, PP}. Prav-
dépodobnost spodteme jako podil velikosti |H; U Ha| = 3 a velikosti celého
prostoru || = 4. O

Tato jednoduchd intuice vsak selze v pfipadé nekoneéné (nespocetné) mnozi-
ny €2, nebot jak jiz Ctenar jisté vi z prednasky zakladu teorie miry, na nespocetné
mnoziné neexistuje “rozumny” zpusob, jak mérit mnoziny. Musime proto pra-
covat pouze s jistou tfidou podmnozin €2, které budeme rikat o-algebra.

Definice 1.3. Necht Q # ) je mnozina a A C 2% soubor jejich podmnozin.
Této mnoziné A fikdme o-algebra, jestlize jsou splnény nasledujici podminky:

(i) 0 € A,
(ii) Pokud A € A, pak AY :=Q\ A€ A,
(iii) Pokud Ay, As,--- € A, pak o, 4; € A.
Dvojici (2,.A) nazyvame méritelny prostor.

Kazdé udélosti A € A pfiradime &islo P(A), které nazyvame pravdépodobnost
jevu A. Jelikoz chceme, aby se zachovala intuice z predchoziho prikladu, musime
tuto predstavu nalezitym zptisobem formalizovat.

Definice 1.4. Necht (©,.A) je méfitelny prostor. Zobrazeni P : A — [0,1]
nazyvame pravdépodobnostni mirou (pravdépodobnosti), jestlize:

(i) P(Q) =1,

(ii) Pro libovolné po dvou disjunktni méfitelné mnoziny A; € A, i € N plati

P(UZ, Ai) = X272, P(4).



Trojici (€2, A, P) nazyvdme pravdépodobnostni prostor.

Ptimo z této definice jiz muzeme odvodit par zakladnich vlastnosti pravde-
podobnosti, se kterymi dale budeme pracovat. Ve vSech nésledujicich tvrzenich
pracujeme s pravdépodobnostnim prostorem (2, A, P).

Pozorovani 1.5 (Zakladni vlastnosti pravdépodobnostni miry). Pro vgse jme-
novany pravdépodobnostni prostor plati ndsledujici tvrzeni:

1. P(0) =0,

2. Pro A, B € A disjunktni plati P(AU B) = P(A) + P(B).
3. Pro A € A plati P(A®) =1 — P(A),

4. Pro A,B € A, A C B plati P(A) < P(B).

Diikaz. 1. UvaZzujme posloupnost A; = Q, Ay = A3 = .-+ = (). Potom z vlast-
nosti (ii) z definice mame, ze P(2) = P(QUOUD...) = P(Q)+>_ ., P(0).
Tedy > .7, P(0) = 0, coz mize nastat pouze v pifpadé P(0) = 0 (jde
o soucet nekonecné mnoha nezdpornych cisel).

2. Necht Ay = A, Ay = B, A; = () pro ¢ > 2. Tvrzen{ plyne piimo z vlastnosti
(ii) z definice pravdépodobnostni miry a jiz dokdzané vlastnosti 1.

3.1 = P(Q) = P(AU A%) = P(A) + P(AY). Tato rovnost plati, nebot
mnozina je vzdy disjunktni se svym komplementem.

4. P(B) = P(AUB\ A) = P(A)+ P(B\ A). Jelikoz funkce P je nezdporni,
snadno vidime, ze P(B) > P(A).
O

Lemma 1.6 (Pravdépodobnost sjednoceni). Pro libovolné A, B € A plati P(AU
B)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Diikaz. Rozepiseme AU B = (AN BY)U (AN B)U (A N B). Tyto tii mnoziny
jsou zfejmé po dvou disjunktni. Dale diky aditivité pravdépodobnosti mame
P(AUB) = P(ANBY) + P(ANB)+ P(A°NB)+ P(ANB) — P(ANB) =
P(A)+ P(B) — P(AN B). O

Véta 1.7 (Spojitost pravdépodobnosti). Bud A, 1 A nebo A, | A pro A,, A €
A. Potom plati P(A,) — P(A).

Diikaz. Necht A, T A. Potom z definice A1 C Ay... a plati A = |J;2, 4;.
Definujme posloupnost B,: By = A1,B, = A, \ A,—1. Potom B; jsou po
dvou disjunktni a plati A, = |J_, B;. Zfejmé také plati A = (Jo— | 4, =
U,—, Bn. Pak P(A,) = P(U;_, Bi;) = >, P(B;). Z toho jiz mizeme odvodit
limy, o0 P(Ay) = limy o0 Y1y P(Bs) = > ooy P(B;) = P(Uj2; Bi) = P(A).
Pifpad klesajici A,, se dokdze analogicky, sta¢i uvazovat C,, = AS. O

konec 1. predndsky (17.2.2025)



Uvedeme si jesté jeden priklad ilustrujici intuitivni chapani pravdépodobnos-
ti a zavedeme prvni takzvané pravdépodobnostni rozdéleni. Uvazujme pripad,
ze prostor () je koneény. Necht vsechny vysledky jsou stejné pravdépodobné,
pak plati

Al
P(A) = —.
1€

V tomto pripadé mluvime o rovnomérném rozdéleni pravdépodobnosti.

Piiklad 1.8 (Hod dvéma kostkami). Vybérovy prostor Q@ = {(i,5) : i,j €
{1...6}} ma 36 prvku. Jestlize vSechny vysledky jsou stejné pravdépodobné,
pak plati P(A) = %. Napriiklad, pravdépodobnost toho, ze soucet na kostkach
je presné 11, je 2/36, protoze pouze dva vysledky (5,6) a (6,5) odpovidaji této
udalosti.

V praxi casto chceme odlisit, zda pravdépodobnost vyskytu jedné udalosti
néjakym zplisobem zavisi na vyskytu jiné udalosti. K tomu ndm poslouzi pojem
nezavislosti jevi.

Definice 1.9. Dvé udélosti A, B € A jsou nezdvislé, jestlize plati P(AN B) =
P(A)P(B). Obdobné, mnozina udélosti {A4; : i € I} (kde indexovd mnozina [
je nejvyse spodetnd) je nezdvisld, jestlize plati

P4 | =11PA)

jeJ jed
pro kazdou kone¢nou podmnozinu J C I.

Je dulezité si uvédomit, ze disjunktni udélosti s kladnou pravdépodobnosti
nejsou nezgvislé (nebot soucin jejich pravdépodobnosti neni roven 0 — prav-
dépodobnost vyskytu jejich prdzdného priuniku). Obecné se pracuje se dvéma
typy nezavislosti — predpokladanou (plyne z podstaty zkoumané tlohy) a odvo-
zenou (dokézand pomoci jinych vlastnosti tlohy). Néasledujici priklad ilustruje
praktické pouziti pravé zavedeného pojmu.

Priklad 1.10. Héazime férovou minci 10krat. Necht A je udédlost “padla aspon
jedna panna”. Pak plati P(A) =1 — (1/2)1°.

Diikaz. Necht T} je udalost, ze pfi j-tém hodu padne orel. Mizeme psat P(A) =
1— P(AY) =1- P(samé orly) = 1 — P(T}, N --- N Tyo). Déle diky nezavislosti
(v tomto pripadé jde o nezévislost pfedpokladanou) jevi T; mame 1 — P(Th N

Dalsim silnym nastrojem v teorii pravdépodobnosti je podminéna pravdé-
podobnost, kterd ndm poskytuje odpovéd na otdzku “Pokud vim, ze nastala
udalost B, jaka je pravdépodobnost udalosti A?”.



Definice 1.11. Méjme jevy A, B € A. Pokud P(B) > 0, pak podminénd prav-
dépodobnost A za podminky B je definovana vztahem

P(AN B)

P(AIB) =

Poznamenejme si nékolik zakladnich vlastnosti podminéné pravdépodobnos-
ti, jejichz diikaz snadno plyne z prislusnych definic.

Pozorovani 1.12 (Vlastnosti podminéné pravdépodobnosti).
(i) Pro pevné B € A, P(B) > 0 je P(:|B) pravdépodobnostni mira.
i) Obecné plati P(A|B) # P(B|A), plati totiz P(A|B) = P(B|A) 24 (pokud
(ii) p p p

P(B)
0bé strany rovnosti ddvaji smysl).

(iii) Uddlosti A a B jsou nezdvislé prave tehdy, kdyZ P(A|B) = P(A) (predpo-
kladdame nenulovost P(B)).

(iv) P(AN B) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A) v pripads, e P(A)P(B) > 0.

Dikaz. Vlastnosti (iii) a (iv) plynou piimo z definice vyndsobenim vhodnou
konstantou.

Vlastnost (ii) se dokdze nasledujicim protipiikladem, uvazujme hod dvéma
férovymi mincemi. Necht H; je udalost “padla aspon jedna panna” a Hs udélost
“padly dvé panny”. Potom P(H;|H;) =1 ale P(Hz|H;) = %. Dikaz obecného
vztahu je ponechdn ¢tenéfi jako snadné (ale uziteéné) cviceni.

Nakonec, vlastnost (i) je dusledkem toho, Ze pro libovolnou mnozinu A € A
je AN B méfitelnd, a navic pro libovolny systém po dvou disjunktnich mnozin
A;,i € N plati P(U;2, 4;|B) = ﬁP (U2, A)NnB) =
ﬁP(U?L(AimB)) = ﬁZi’il P(A;NB) :Z;‘il P(4i|B). O

Pouziti podminéné pravdépodobnosti v praxi vSak nékdy mize vést k nein-
tuitivnim vysledktim, které ilustruje néasledujici priklad.

Priklad 1.13. Uvazujme nemoc D a test, ktery ma dva mozné vysledky. Prav-
dépodobnosti vysledkti tohoto testu jsou uvedeny v nasledujici tabulce. Zde
sloupce odpovidaji pritomnosti/absenci nemoci a fadky vysledktim testu.

| D D¢
+ [ 0.009 0.099
— | 0.001 0.891

7Z definice spocteme nasledujici podminéné pravdépodobnosti:

P(+nD) 0.009
P(+|D) = = =0.9.
(+1D) = =5y = 0009 + 0.001

P(-nDY) 0.891 ~
P(DC)  0.89140.099

P(—|D%) = 0.9.



Vychdz{ ndm, Ze test je docela presny, nebot nemocni lidé maji test v 90%
pripadi pozitivni, stejné tak zdravi lidé jsou v 90% pripadu negativni.

Déle predpokladejme, Ze pacient Sel na test a ziskal pozitivni vysledek. Spoc-
teme, s jakou pravdépodobnosti je opravdu nakazeny.

P(DN+) 0.009
P(D|+) = = ~ 0.08.
(DI+) P(+) 0.009 + 0.099

Vyslo ndm, ze na prvni pohled zdanlivé precizni test ve skutec¢nosti ma méné
nez 10% uspésnost. Jednim z diivodu této diskrepance mtize byt napriiklad velky
nepomér zdravych lidi viaci nakazenym (pouze jedno procento) ve zdrojovych
datech, coz je jev ktery se obecné vyskytuje u vétsiny nemoci. V praxi se proto
Casto pracuje s domnénkami — napriklad testujeme jen pacienty, ktefi vykazuji
néjaké symptomy apod.

Na zavér uvedeme dvé velmi uziteéné véty, které se Casto pouzivaji v nej-
ruznéjsich ulohach a tykaji se podminéné pravdépodobnosti. Zformulujeme je
pro spocetné rozklady, ale obdobna tvrzeni plati i pro konecné rozklady s velmi
podobnym dukazem.

Véta 1.14 (Zékon tplné pravdépodobnosti). Necht Ay, As, ... je spocetny dis-
Junktni rozklad Q0 takovy, Ze P(A;) > 0 pro kazdé i € N. Potom pro libovolnou
uddlost B € A plati:

P(B) =Y P(B|A;)P(A).

i=1

Diikaz. Definujme posloupnost mnozin C; = BNA; proi € N. Zjevné {C;,i € N}
je disjunktni pokryti B. Potom P(B) = Y .=, P(C;) = Y i, P(BN4;) =
i1 P(B|A;) P(4;). O

Véta 1.15 (Bayes). Necht Ay, Aa, ... je spocetny disjunktni rozklad Q) takovy, Ze
P(A;) > 0 pro kazdé i € N. Méjme uddlost B € A s nenulovou pravdépodobnosti.
Potom plati:
P(B|A;)P(A:)
P(Ai|B) = == :
21 P(BIA;)P(4;)

Diikaz. Primym vypoctem dostavame

P(Ai|B) = P(A;NB) _ P(B|A)P(A;)  P(B|A)P(A;)
1 P(B) P(B) >, P(BIA;)P(4;)’
kde posledni rovnost ziskdme aplikaci Véty 1.14. ]

Pouziti Bayesovy véty si ukdzeme na nasledujicim ptikladu.

Priklad 1.16. Uvazujme e-mailovou schranku. Mame tii kategorie e-mailt:
Ay — spam, Ay — nizké priorita, Az — vysoka priorita. Na zdkladé predchozich
zkuSenosti vime, ze P(A;) = 0.7, P(A2) = 0.2, P(A3) = 0.1. Necht B je udé-
lost, ze dany e-mail obsahuje slovo “zdarma”. Plati P(B|A;) = 0.9, P(B|Az) =



0.01, P(B|A3) = 0.01'. Jak4 je pravdépodobnost, Ze p¥ichozi e-mail obsahujic
slovo “zdarma” je spam?
Primym vypoctem z Bayesovy véty ziskame
0.9-0.7

P(A,|B — 0.995.
P(4i|B) = 0.9 07+001-02+001.01 9%

Tedy pravdépodobnost, Ze tento e-mail je spam je pres 99%!

Véta 1.17 (O postupném podminovani). Necht {A4;}7, jsou ndhodné jevy
takové, e P((;_,) > 0. Pak plati

P([) Ai) = P(An] m P(A3|Ar) - P(Ay).
i=1

Diikaz. Dokazujeme indukei podle po¢tu ndhodnych jevu. Z definice podminéné
pravdépodobnosti vime, ze P(Ay N Ay) = P(A3|A;)P(A4;). Déle

()2 (en ()~ (w0 2) (1)

¢imz je dikaz ukoncen. O

ITyto hodnoty se nutné nemusi seéist na 1



2 Nahodné velic¢iny

V této kapitole se budeme vénovat ndhodnym veli¢indm, coz bude formalizo-
vat (a zobectiovat) jakysi intuitivni chdpdni toho, Ze néjakd proménnd nabyva
riznych hodnot s urcitymi pravdépodobnostmi. Za¢neme tstfedni definici celé
statistiky — ndhodnou veli¢inou.

Definice 2.1. Necht (2, .4) je méFitelny prostor. Ndhodnd velicina je métitelné
zobrazeni, které pfifazuje kazdému vysledku w redlné ¢islo X (w). Jinymi slovy,
{weQ: X(w) <z} eAVz eR.

konec 2. predndsky (18.2.2025)

Umluva 2.2. Zavedeme znaceni [X € B] = {w : X(w) € B},[X < a] =
{w, X (w) < a}. Plati tedy [X € B],[X < a] € A pro vSechna B € B,a € R. Jde
o ndhodné jevy a jsou tedy dobfe definované jejich pravdépodobnosti P[X €
B], P[X < a).

Priklad 2.3. Hézime minci desetkrat. Necht X (w) je pocet orli v posloupnosti
w. Jestlize w = OOPOOPOOPP (kde O je orel a P je panna), plati X (w) = 6.

V predchozi kapitole jsme mluvili o pravdépodobnostnim rozdéleni, je na
Case tento pojem formalné zadefinovat.

Definice 2.4. Rozdélenim ndhodné veliciny X : (2, A) — (R, B(R)) nazyvame
indukovanou pravdépodobnostni miru Px na (R, B(R)) definovanou jako

Px(B) = P[{w € Q: X(w) € BY], B € B(R).

Méme tedy jakysi obraz miry P v zobrazeni Px ¢imz se (2, .A, P) zobrazi
na pravdépodobnostn{ prostor (R, B(R), Px). V opa¢ném sméru mizeme pouZit
takzvané kanonické vnofeni do prostoru (R, B, Px), kde nasi zvolenou méri-
telnou funkci bude identita, tedy neni potieba se bat, ze by prislusny prostor
nemusel existovat. Nasledujici véta rika, Ze nezédlezi ve kterém z téchto dvou
prostoru integrujeme libovolnou funkeci.

Véta 2.5 (O pienosu integrace). Bud g méritelnd funkce na méritelném pro-
storu M, M) a X : (Q, A, P) — (M, M). Necht Px je mira na M indukovand
zobrazenim X, tedy Px(M) = P[X~Y(M)] pro M € M. Potom, je-li aspori
jedna strana definovdna, plati

[ sbx@iir@) = [ g@dPs().

Q M

Diikaz. Dukaz této véty je pomérné technicky, hlavni ideou je “klasicky” postup
z teorie miry postupnym dukazem nejdiive pro charakteristickou funkci, poté
pro jednoduchou méfitelnou (nabyvajici jen koneéné mnoha hodnot), pak pro
nezdpornou meéfitelnou a na zavér pro obecnou meéfitelnou funkei.



Necht g = xp,B € M. Tedy g(X(w)) = 1 pro X(w) € B (a vSude jinde
nulovd), tedy pro w € X ~!(B). Potom méame

/Qg(X(w)dP(w):/ dP(w) = P[X"'(B))].

X-1(B)

Pro pravou stranu mame

[ s@dPs(@) = [ dPx(e) = Px(B) = PX (B
M B

Déle necht g je jednoduchd méfitelnd, tedy g(-) = > ;_; ckxp, (-) pron € N,
¢ € R a B € M pro viechna k. Z linearity integralu plyne (vytkneme sumu)
Jo (X @)AP(w) = [ 1 AP(w) = PIX"L(B)].

Je-li g nezdpornd méfitelnd, potom existuje posloupnost g, jednoduchych
méritelnych funkci takovych, ze g, ' g. Potom dle Léviho véty o monotonni
konvergenci méame

n—oo

/g[X(w)]dP(w): lim [ gn[X(w)]dP(w)
Q Q

— lim [ ga(x)dPx(x) = / g(2)dPx (),

n—oo M M

kde treti rovnost plyne z jiz dokdzané ¢asti pro jednoduché méfitelné funkce.
Nakonec, pro g méfitelnou existuje rozklad g = g+ — g~ takovy, Ze g7, g~

jsou nezaporné méritelné, tedy pozadované tvrzeni plyne z Casti pro nezdporné

méritelné funkce. O

Na z4vér poznamenejme, ze se ndm budou obzvlast hodit volby (M, M) =
(R™, B(R™)) pron > 1.

Pfipomertime si, ze jsou-li y, v dvé o-konecné miry na (R, B(R)) a je-liv << p
(tedy p(B) = 0 implikuje v(B) = 0), potom z Radonovy-Nikodymovy véty plyne
existence nezdporné métitelné funkce f takové, ze v(B) = fR fdp pro vSechna

B € B. Této funkci f fikdme Radonova-Nikodymova derivace a piseme f = g—;.

Takova funkce f je navic uréena jednozna¢né az na mnozinu pg-miry 0.
Vyuzijeme téchto poznatkt tak, ze zvolime vhodnou referenc¢ni miru na R

a rozdéleni Py pak bude popsano pravé zavedenou Radonovou-Nikodymovou

derivaci. Vhodné referenc¢ni miry jsou napf.
o Lebesgueova mira A,

« Citaci mira na spocetné podmnoziné R, plati us(B) = |[BN S| kde S je
nejvyse spocetna podmnozina R.

Definice 2.6. Bud X ndhodnéa veli¢ina a Px jeji rozdéleni. Necht Px je ab-
solutné spojité vaci u, kde u je o-koneénd mira na R. Pak funkci fx spliujici
Px(B) = [ fxdu pro véechny B € B nazveme hustotou rozdéleni ndhodné
veli¢iny X vaci mite p.



Je treba si dat pozor na to, aby zvolend referencni mira opravdu byla abso-
lutné spojita, napriklad pri hodu kostkou mé vysledek 1 nenulovou pravdépo-
dobnost, ale A({1}) = 0.

Véta 2.7. Bud X ndhodnd veli¢ina a Px jeji rozdéleni. Je-li fx hustota (roz-

délent) vici o-koneéné mire p, pak

PIX € B] = /fodu.

Diikaz. Jde o primy disledek Radonovy-Nikodymovy véty a vztahu mezi Px
a P. O

Dalsi funkci, kterd plné charakterizuje rozdéleni ndhodné veli¢iny je tzv.
distribu¢ni funkce.

Definice 2.8. Bud X ndhodna veli¢ina na (2, 4, P) a Px jeji rozdéleni. Dis-
tribucni funkce F, ndhodné veliciny X je definovana vztahem

Fx(a) := P((—o0,qa]) = P[X < a].
Uvedeme si nékolik uziteénych vlastnosti distribuc¢nich funkei:
Disledek 2.9 (Zakladni vlastnosti distribuénich funkci).

(i) Distribucni funkce jednoznacné urcuje rozdéleni (jingmi slovy, Fx = Fy
implikuje Px = Py ).

(ii) Rizné ndhodné veli¢iny mohou mit stejné distribucni funkce, tedy stejné
rozdélent.

konec 3. predndsky (24.2.2025)

Priklad 2.10. Hodime dvéma kostkami, ozna¢me Y pocet sudych ¢isel na téch-
to dvou kostkdch. Potom Y € {0,1,2}. Z definice Fy (a) = P[Y < a], tedy

0,a <0,
i70§a< 1,
31<a<2,
1,a > 2.

Fy(a) =

Déle, z toho, ze Py (0) = % > 0, plyne, Ze mira Py neni absolutné spojité
vici Lebesgueové mife A, tedy musime uvazovat ¢itaci miru pz na mnoziné
celych ¢isel. Potom hustota fy mé nasledujici tvar:

La=o,
%701 = 1a
fy(a): 1
Zva = 2a
0, jinak.
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Vidime, Ze hustota odpovida skokim distribu¢ni funkce v daném bodé. V na-
sledujici vété uvedeme charakterizaci distribuc¢nich funkei.

Véta 2.11 (Charakterizace distribu¢nich funkei). Bud X ndhodnd velic¢ina a Fx
jeji distribucni funkce. Pak

(i) Fx je neklesajict;
(ZZ) hma—>—oo FX (a:) - 0, hma_>+oo FX (a,) = 1"
(iti) Fx je zprava spojitd.

Navice, kaZdd funkce F splriujict body (i)- (i) z této véty je distribucnd funkci
néjaké ndahodné veliciny.

Dikaz. Dokézeme pouze implikaci o vlastnostech distribuéni funkce, opacné
implikace (existuje rozdéleni) vyzaduje pokro¢ily matematicky aparat z analyzy
a teorie miry, ktery prozatim postrddame.

(i) Fx(a) = P[X < a]. Bez Gjmy na obecnosti necht b > a. Potom Fx (b) =
P[X <b =P(X <aJUJa < X <b]) =PX <a]+ Pla < X <D
z aditivity miry, druhy s¢itanec je nezaporny, tedy dostavame pozadované
tvrzeni.

(if) Plati limg oo = limp 00 Fix(—n) = limy, o P[X € (—o00, —n]] =:
lim,, . P[X € A,] = 0. Posledni{ rovnost plati ze spojitosti miry (Véta
1.7), nebot plati A, 0. Obdobné se ukéaze tvrzeni pro a — +o0 (cviceni).

(iii) Stac¢i uvazovat posloupnost a, = a + % pro n € N. Pozadované tvrzeni
opét plyne z véty o spojitosti miry.

O

Pro kazdou funkci F' splnujici vlastnosti z predchozi véty existuje mira pp
na (R, B) urfend vztahem pp((—oc0,a]) = F(a) pro vSechna a. Tato mira je
kone¢nd a plati pr((a,b]) = F(b) — F(a).

Definice 2.12 (Rozklad pravdépodobnostniho rozdéleni). Kazdou pravdépo-
dobnostni miru Py muzeme rozdélit na tii slozky Px = Px,, + Px,, + Px,,,
kde Py, je absolutné spojita vici Lebesgueové mife A, Py, (diskrétni spojitd)
je absolutné spojitd vici ¢itaci mife p na néjaké spocetné podmnoziné R a na-
konec Px,, (singuldrni) neni absolutné spojitd vici A ani ji nelze napsat jako
spocetnou kombinaci Diracovych mér d,,.

Prikladem singularni distribu¢ni funkce je napiiklad integral takzvaného
Cantorova diskontinua. Obecné takova rozdéleni nemaji “hezké” vlastnosti, pro-
to s nimi jiz nebudeme pracovat.

Definice 2.13. Ndhodnou veli¢inu X nazveme diskrétnd, jestlize existuji () #
I CN, {z;}ier a {p:i € (0,1]}ies takové ze P[X € Bl =}_, . pp; pro vechny
borelovské B.
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Plati P[X = x;] = p; a ) ,c;pi = 1. Rozdélenim takové veli¢iny je funkce
Px = Zielpiéxi, kde 6, je Diracova mira v bodé u. Toto rozdéleni je abso-
lutné spojité vudi ¢itaci mife na S = {z;}ie;r C R. Potom funkce fx(u) :=

Pi, U = Ty,
0, jinak
rozdéleni.

je hustotou (obcas také pravdépodobnostni funkef) zkoumaného

Definice 2.14. Ndhodna veli¢ina X se nazyva (absolutné) spojitd, pokud jeji
rozdéleni Px je absolutné spojité vici Lebesgueové miie A.

Pro spojitou ndhodnou veli¢inu X vzdy existuje hustota fx (nezdpornd a jed-
nozna¢nd az na mnozinu A-miry 0) spliujici P[X € B] = [, fx(t)dt a speciélné
Fx(a) = [*_ fx(t)dt pro viechna a € R. Takova Fx mé derivaci ve skoro viech
bodech a plati F%(a) = fx(a) pro s.v. a. Analogicky pro diskrétni ndhodnou
veli¢inu Y je hustota funkci, kterd nabyva v bodé a hodnoty distribu¢ni funkce
v daném bodé.

Ne kazda veli¢ina, se kterou se bézné setkdme je ryze spojitd nebo ryze
diskrétni. Prikladem velic¢iny, kterda méa obé slozky nenulové, je napiiklad tthrn
dennich srazek, s nenulovou pravdépodobnosti nenaprsi viibec, ale kdyz uz zacne
prset, ihrn srazek je spojitd ndhodné veliCina.

Lemma 2.15. Necht Fx je distribucni funkce ndhodné veliciny X. Pak pro
a < b plati

(i) Pla< X <b = P[X € (a,b]) = Fx(b) — Fx(a),
(i) P[X >a] =1— Fx(a),

(ii) P[X =a] = Fx(a)— Fx(a™), kde Fx(a™) je limita zleva limy,_,q+ Fx (a—
h) a odtud Pla < X <b] = Fx(b) — Fx(a™).

(iv) pro spojitou ndhodnou velicinu plati Pla < X < b = Pla < X <b] =
Pla< X <b]=Pla< X <b]=Fx(b) — Fx(a).

Diikaz. Dtkaz je jednoduchy, plyne z ptislusnych definic. Uvedeme napt. dikaz
pro bod (iii).
PIX =a)=1limj, ;0+ Pla—h < X <a] = Fx(a) —limy_,o+ Fx(a—h). O

konec 4. predndsky (25.2.2025)
Dalsim uzite¢nym pojmem je funkce inverzni k distribuc¢ni funkci, které béz-
né rikdme kvantil.

Definice 2.16. Necht X je ndhodna veli¢ina s distribuéni funkei F. Inverzni
distribucni funkce neboli kvantilovd funkce je definovana jako

F~Y(q) =inf{z: F(x) > ¢}
pro q € (0,1). Hodnoty F~! ve specidlnich bodech maji své vlastni nazvy:

o F71(1) je prond kvartil,
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. F_l(%) je medidn,

o F71(3) je treti kvartil.

Je-li F ryze rostouci a spojita, je F~1(q) to jediné z € R takové, ze F(x) = q,
jinymi slovy, F' je bijekce z R do (0,1). Takto definovana kvantilovd funkce je
neklesajici a zprava spojita. Déle z F~! mizeme jednozna¢né uréit F, tedy také
charakterizuje rozdéleni Px. Nakonec, o dvou ndhodny veli¢indch X a Y fikdme,
ze jsou stejné rozdélené, zapisujeme X 4 Y, pravé tehdy, kdyz Fx(xz) = Fy(x)
pro vsechna z. To vSak neznamena, ze X =Y.

Ukéazeme si nékolik uzite¢nych priklada rozdéleni (diskrétnich a pozdéji i spo-
jitych). Tato rozdéleni se pouzivaji v praxi pii modelovéni jednoduchych systé-
mu, ale u komplikovanéjsich modelt se s témito rozdélenimi bohuzel nevystaci-
me.

2.1 Diskrétni nahodné veliciny

Definice 2.17 (Bodové rozdéleni). Ndhodna veli¢ina X méa bodové rozdélent
v bodé a pravé tehdy, kdyz P[X = z] = X{s—a},= € R. Zapisujeme X ~ d,.
Potom plati Fx () = X{z>a}-

Definice 2.18 (Diskrétni rovnomérné rozdéleni). Nédhodn4 veli¢ina X ma dis-
krétni rovnomérné rozdélend na {1,...,k} pravé tehdy, kdyz

1/kx=1,...k;
fx(@) = {O,jinak.

Definice 2.19 (Bernoulliho rozdéleni). Néhodnd veli¢ina X mé Bernoulliho
rozdéleni s parametrem p € (0,1) pravé tehdy, kdyz fx(z) = p®(1 — p)1==
pro & € 0,1. Zapisujeme X ~ Alt(p) nebo X ~ Be(p). Timto rozdélenim
modelujeme jevy, u kterych jsou pouze dva mozné vysledky (aspéch/netispéch,
hod mincf).

Definice 2.20 (Binomické rozdéleni). Nahodnd veli¢ina X méa binomické roz-
déleni s parametry n € N a p € (0,1) pravé tehdy, kdyz

o) = (

n

:E)pm(l —0)" " X{zef0,...n}}

Zapisujeme X ~ Bi(n,p). Pouzivdme toto v pifpadé s¢itané nezéavislych? velic¢in
s Bernoulliho rozdélenim (pocet tispéchti mezi n pokusy).

Definice 2.21 (Geometrické rozdélen{). Néhodnd veli¢ina X mé geometrické
rozdéleni s parametrem p € (0,1) (zapisujeme X ~ Geo(p)) pravé tehdy, kdyz

fx(x) =p(l—p)*

pro z € Ny. Takova ndhodna veli¢ina vyjadiuje pocet netspécht pred prvnim
uspéchem v posloupnosti nezavislych pokusii.

2Ptesna definice nezavislych veli¢in bude uvedena pozdéji.
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Definice 2.22 (Negativné binomické rozdélen{). Ndhodna veli¢ina X m4 ne-
gativné binomické rozdéleni s parametry n € N a p € (0,1) (piSeme X ~
N B(n,p)), jestlize plati

n+x—1
n—1

o) = ( )=
pro x € Ny. Rozdéleni vyjadiuje pocet netspéchu pred n-tym tspéchem v po-
sloupnosti nezdvislych pokusu. Specificky pripad NB(1,p) = Geo(p).

Definice 2.23 (Poissonovo rozdéleni). Nahodné veli¢ina X mé Poissonovo roz-
déleni s parametrem A > 0 (zapisujeme X ~ Po(\)) pravé tehdy, kdyz

2T
= ef>‘7

x!

fx(x)

pro x € Ny. Jestlize X ~ Po(Ax) aY ~ Po(\y) jsou nezdvislé, potom X +Y ~
Po(Ax + Ay). Jestlize n — oo a np — A < oo, potom Bi(n,p) konverguje
k Po()).

2.2 Absolutné spojité nahodné veliciny

Definice 2.24 (Spojité rovnomérné rozdéleni). Nahodna velicina X ma rovno-
meérné rozdélent na intervalu [a, b] pravé tehdy, kdyz fx (z) = (b—a) ™ X{ze[a.0)}-
Zapisujeme X ~ Ul(a,b) (uniform) nebo X ~ R(a,b) (rovnomérné).

Definice 2.25 (Normdlni rozdéleni). Nahodnd veli¢ina X mé normdini (Gaus-
s0v0) rozdéleni s parametry u € R a 02 > 0 (zapisujeme X ~ N(u,0?)) pravé

tehdy, kdyz
(x — p)® }

fx(x) = \/2;7@)(13{— 252

pro z € R.

Toto rozdéleni je enormné dulezité, uvedeme si proto nékolik jeho vlastnosti.
Nejprve, mame-li X ~ N(u,0?), potom Z = (X — u)/o ~ N(0,1). Tomuto
rozdéleni rikame standardni normdini rozdéleni. Dale, mame-li dvé nezavislé
normalné rozdélené veliciny X ~ N(ux,0%),Y ~ N(uy,0%), potom X +Y ~
N(px + py, 0% +03).

Distribuéni funkce N(0,1) nejde vyjadiit analyticky, mame jen ®(x) :=
ffoo o(t)dt, kde ¢(z) = \/127exp —x2/2 je hustota standardniho norméalniho
rozdéleni. Jeji hodnoty proto vyhleddvame v tabulkach, pripadné pocitdme nu-
mericky.

Priklad 2.26. Predpoklddejme, ze X ~ N(3,5). Spo¢teme P[X > 1]. Déle
spoctéte ¢ = Fix'(0.2).

Diikaz. Pocitame piimo

1—
PIX>1=1-PX<1=1-PZ< W‘g] ~ 1 — (—0.8044) — 0.81.
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Déle z tabulek vime, ze ®(—0.8416) = 0.2, potom

02=P[X <q=Pz< =10
o o
proto —0.8416 = £ = q\;gg a tedy ¢ = 3 — 0.8416y/5 ~ 1.1181. O

Definice 2.27 (Exponencidlni rozdéleni). Nédhodna veli¢ina X méa exponen-
cidlng rozdéleni s parametrem \ > 0 (zapisujeme X ~ Eaxp())) pravé tehdy,
kdyz

fx (@) = Ae X (@50}

Definice 2.28 (Gamma rozdéleni). Ndhodn4 veli¢ina X ma Gamma rozdélent
s parametry a,p > 0 pravé tehdy, kdyz

af p—1_—ax
fx(l') - F(p)x e X{z>0}>

kde I'(p) = [ tP~te~'dt je gamma funkce (spojité rozsifeni faktoridlu). Zapi-
sujeme X ~ Gamma(a,p) nebo X ~ I'(a,p). Exponencidlni rozdéleni Exp(a)
je specialnim pripadem Gamma rozdéleni s parametrem p = 1.

Opét méme souctovy vzorec pro nezavislé veliéiny X ~ I(a,px),Y ~
I'(a,py), plati totiz X +Y ~ T'(a,px + py).

Definice 2.29 (Beta rozdélenf). Nahodna veli¢ina X mé Beta rozdéleni s pa-
rametry a, 8 > 0 pravé tehdy, kdyz

I'(a 1 1
fx(x) = F((a;(f}) (1 - 2" ey

Zapisujeme X ~ Beta(a, 3) nebo X ~ B(a, ). Vsimnéme si, Ze na rozdil od
predchozich rozdéleni jde o rozdéleni na kompaktu.

konec 5. predndsky (3.3.2025)

Definice 2.30 (x?-rozdéleni). Nahodn4 veli¢ina X m4d y%-rozdéleni s p stupni
volnosti (zapisujeme X ~ X;Q)) pravé tehdy, kdyz

1
_ p/2—1_—x/2
Méme-li soubor nezavislych ndhodnych veli¢in X,..., X, ~ N(0,1), potom

soucet jejich druhych mocnin odpovida x*-rozdéleni, Y37 | X2 ~ x2.

Definice 2.31 (Studentovo t-rozdéleni). Nahodna veli¢ina X mé Studentovo
t-rozdéleni s v stupni volnosti (zapisujeme X ~ t,) pravé tehdy, kdyz

CT((r+1)/2) 1
Ix@) = T myym 0+ jnerre
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Definice 2.32 (Cauchyho rozdéleni). Cauchyovo rozdéleni je specidlni pfipad
t-rozdéleni, kdyz v = 1. Potom plati

1

fx(x) = m

K zajimavym vlastnostem Cauchyova rozdéleni patii napriklad to, Ze neméa
stfedni hodnotu (bude upfesnéno pozdéji).

Prejdeme déle k vicerozmérnym nahodnym veli¢inam, jednim z jejich vyuziti
je naptiklad moznost formélni definice pojmu nezéavislosti nékolika ndhodnych
veli¢in.

Definice 2.33. Necht (£2,.4) je méfitelny prostor. Ndhodny vektor je métitelné

zobrazeni, které kazdému vysledku w prifadi redlny d-rozmérny vektor X (w).
To znamen4, ze

X: Q-5 RIA{weQ: X(w) <7} € AVZ € R%

Definice 2.34. Rozdélenim ndhodného vektoru X : (Q, A) — (R%, B(R%)) na-
zveme indukovanou pravdépodobnostn{ miru Pg na (R¢, B(R?)) definovanou
jako .

Py(B) :=P{w e Q: X(w) € B}]

pro viechny B € B(RY).

Jiz na prvni pohled je zfejmda analogie s jednorozmérnymi ndhodnymi ve-
licinami v tom, Ze Pg je obraz miry P v zobrazeni X, kde se plivodn{ prav-
dépodobnostni prostor zobrazi na (R, B(R?), Pg). Plati, Ze pokud mdme né-

hodny vektor X = [X1,...,X4]7, potom X; je nadhodn4 veli¢ina pro viechna
i €{1,...,d} (disledek definice, avSak plati i opa¢nd implikace).

Definice 2.35. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor. SdruZend dis-
tribuéni funkce ndhodného vektoru X je funkce Fg : RY — [0,1] definovand
jako

pro viechna & = [r1,...,74]T € R

Analogicky s ndhodnymi veli¢inami si zformulujeme tvrzeni o zdkladnich
vlastnostech sdruzenych distribu¢nich funkei.

Véta 2.36 (Vlastnosti sdruzené distribuéni funkce). Pokud je F' sdruZend dis-
tribucni funkce d-rozmérného nahodného vektoru X, pak plati

(i) F je po sloZkdch neklesajici a zprava spojitd;

(7)) limg, oo F(Z) =0 pro kazdé 1l =1...d;
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(’LZZ) limrl*)Jroovl F(f) =1.

Dikaz. Nejdiive dokézeme vlastnost (i). Fixujme xq,...,2-1,Ti11,.-.,24 €
R a definujeme funkci G(z) := Fg(x1,...,2-1,%,2141,...,%4). Z monotonie
pravdépodobnosti je G neklesajici a nezdporna. Jelikoz je G neklesajici, nutné
existuje limita lim,_,,+ G(y) > G(x). Dokazeme, ze dochézi k rovnosti (¢imz
dokdzeme spojitost zprava).

Z Heineovy véty plyne, ze lim,_,,+ G(y) = limG(x + +). Oznaéme B, :=
(=00, @1] X+ + X (=00, x1-1] X (—00,2 + 1) X (=00, z41] X - x (—00, ). Potom
méme, ze B, \( B := (—00,x1] X -+ X (—00,x;_1] X (—00,z]) X (—00,2141] X
- X (=00, zp].

Déle s vyuzitim véty o spojitosti miry (Véta 1.7) miZeme psét

. . L ~
ylgg Gly) = lim Ga+—) = lim Pg(Bn) = Pg ( Dl Bn> = P4(B) = G(z),
¢imz je ukoncen dukaz vlastnosti (i).

K dikazu vlastnosti (ii) opét méjme pevna x1,...,Z;—1,Zi+1,...,24 € R.
Opét uvazujme funkci G z predchozi ¢asti dikazu, ktera je neklesajici a neza-
pornd. Proto musi existovat jeji limita limz_, o, = lim,,_, G(—n) (opét plyne
z Heineovy véty). Definujme Cy, := (—00, 1] X + -+ X (=00, 2;—-1] X (—00, —n]) X
(=00, z141] X+ X (—00, 2], potom plati ze C,, \ . Podobnym argumentem jako
posledné mame

o0
w2, 8 = L, Glo) = [y, Glom) = g, P (ﬂ Cn) =P =0
¢imz jsme dokdzali vlastnost (ii).

Nakonec si uvédomime, Ze podminka z vlastnosti (iii) je ekvivalentn{ tomu,
ze lim,_, min{z;} = oo. Z jiz nékolikrat pouzité véty o spojitosti pravdépo-
dobnosti mame, ze 1 > Fg(Z) > Fg(min{z;}[1,...,1]7). Stadi tedy dokézat,
ze posledni uvedend limita je rovna oo.

Polozme H(z) := Fg(z[1,...,1]"). Z monotonie pravdépodobnosti mame,
ze funkce H je neklesajici. Déle 0 < H(z) < 1, tedy existuje lim, . H(z) =
lim,, o H(n) (jako limita posloupnosti). Polozme D,, := (—o0,n]%. Opét z véty
o spojitosti miry muzeme psat

lim F(#) = lim H(n) = lim Pg(D,) = Pg(R?) =1,

z;—+ooVl n— 00 n— oo
¢imz jsme ziskali pozadovanou rovnost. O

Véta 2.37 (Marginalni distribucni funkce). Pokud je Fy sdruZend distribucni
funkce ndhodného vektoru X = [X1,..., X4)T, pak

xdl_iﬁlooF??(xl’ coxg) =F(xy,...,2q.1),YT = [x1,...,24)T €RY,

kde F je distribucni funkce ndhodného podvektoru [Xi, ..., X4 1]T.
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Diikaz. Necht je déna libovolnd posloupnost {z,}°2 ; takova, ze lim z,, = co. D4~
le oznaéme B := ﬂldz_ll{Xl <ai}, By :i=BU{Xq<z,}aD,:=(Un_, BTCn)C.
Plati D, C B, C B =,._; Bm a D, /* B. Ze spojitosti miry (Véta 1.7) mé-
me, ze lim,, o, P(D,) = P(B) a z monotonie miry mame, ze P(D,,) < P(B,) <
P(B). Potom (viz véta o dvou straznicich) mame lim,,_, o, P(B,) = P(B). Na-
konec z Heineovy véty méme, Ze lim,, oo P(BN{X4 < x4}) = P(B). O

Vyse zminény limitni prechod muzeme opakovat vicekrat a “marginalizovat”
az na jednorozmérny pripad. Navic, slozky mizeme permutovat, tedy v kombi-
naci s touto vétou miizeme “vyradit” libovolnou slozku.

Definice 2.38 (Margindlni rozdéleni). Necht J C {1,...d} a |J| = m. Po-
tom ndhodny podvektor definujeme jako ¥ = {X;}ics : (2, 4) — (R™, B(R™))
a margindlnim rozdélenim rozumime indukovanou pravdépodobnostni miru Py
na prostoru (R™, B(R™)).

Ve specidlnim piipadé J = {1,...,m} pak méme Pgz(B) = Pg(B x R*™™).
Pro |J| =1 celkem snadno vidime, Ze se jednd o ndhodnou veli¢inu.

V néasledujicich definicich definujeme spojité a diskrétni ndhodné vektory
podobné tomu, jak jsme to udélali u ndhodnych veli¢in.

Definice 2.39. Nahodny vektor X = [Xi,..., X4]7 nazveme diskrétni, jestli-
7e existuji nejvyse spocetnd mnozina I C N a posloupnosti {Z;};cr prvki R?
a {p; ier prvku intervalu (0, 1] takové, Ze plati

Pg =) pidz,a » pi=1,

icl il
kde 8z znac¢i Diracovu miru v @ € R%.

Definice 2.40. Nahodny vektor X = [X1,..., X4]7 nazveme (absolutné) spo-
jity, jestlize Py je absolutné spojitd vici d-rozmérné Lebesgueové mife 2.

V pifpadé diskrétniho ndhodného vektoru pak mtizeme explicitné uvést sdru-
zenou distribucni funkei Fg () = 3ic; PiX(e.00)(F) = St piy kde relaci <
uvazujeme po slozkdch (musf platit pro vSechny slozky zarover).

Pro spojité nahodné vektory si uvédomime, ze sdruzena distribuc¢ni funkce
mé derivaci mf’WF '¢ 8.v. vzhledem k A4 a plati nasledujici vztah pro sdru-
zenou hustotu

8d
c(f)= —FF¢.
I2(@) Ox1...0zy X
Tento vztah plati A%-skoro vsude a navic v nami zkoumanych pifkladech je
Fg dostatecné hladkd, tedy nezédlezi na pofadi derivaci. Potom také miZzeme

z hustoty spocitat distribuéni funkci pomoci vztahu

1 Tq
Fg(f)Z/ / f)-(‘(tl,...,td)dtd...dtl,
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pro viechna Z = [z1,...,z4)7 € R% Diky Fubiniové vété opét nezilezi na poradi
integrali.

konec 6. predndsky (4.3.2025)
Véta 2.41 (Hustota vzhledem k soucinové referencni miie). Necht Py je roz-
déleni ndhodného vektoru X = [X1,...,X4)T a necht existuji o-konecné miry
pil € {1,...,d} na R takové, Ze pro jejich soucin plati Py < ji1 @ -+ ® fiq.
Potom Px, < pu pro vsechny slozky | € {1,...,d}. Ddle pak existuji nezd-
porné meritelné funkce (hustoty) f¢ : R? — [0,00) a fx, : R — [0,00) pro
le{1,...,d} takové, Ze

PX(X?:1(—OO7$Z])=F)?(5):/d ( ]f)?(f)d(ﬂl®"'®ﬂd)

Xi=1(=00,7

pro vsechna ¥ = [x1,...,24)T. Pro borelovskou mnozinu B € B(R?) navic plati
Pe(8) = [ Fe@dn o+ )

Potom také Fx,(z) = [ fx,(t)dw pro vsechna x; € R a viechny slozky
Le{l,....d}, kde

I[x,(t) = ) 1f)z(tu-u,td)d(ul®---®m_1®m+1®--~®ud)
-

plati p;-skoro vsude.

Diikaz. Existence hustot plyne piimo z Radonovy-Nikodymovy véty. Zbytek
plyne z Fubiniho véty (pfedpoklady splnény diky Radonové-Nikodymové vété
a faktu, ze pravdépodobnostni prostor je vzdy normalizovany). O

Poznamenejme, ze predpoklad existence prislusnych mér je automaticky spl-
nén v pripadé diskrétnich nebo absolutné spojitych ndhodnych vektort.

P¥iklad 2.42. Mé&jme absolutné spojity ndhodny vektor [X,Y]?. Potom exis-
tuje jeho sdruzend distribu¢ni funkce Fix yjr(x,y). Chceme-li dostat jednoroz-
mérnou distribuéni funkci Fx(x), s pouzitim Véty 2.37 dostavame Fx(z) =
limy o Fix,y)r(z,y). Potom jeho hustotu dostaneme, zderivovanim fx(z) =
F’%(z). Navic z pfedchozi véty (Véta 2.41) mame, Ze existuje sdruzend hustota
fixyyr(@,y) = %F[Xyp(x,y). Pro ziskdni jednorozmérné hustoty fx pak
uz jen staci zintegrovat podle y pres celou redlnou osu.

Necht X je diskrétni ndhodny vektor a v Etaci mira na {7 }ic; C R?, pak
hustotu tohoto vektoru vzhledem k ¢itaci mife v nazyvame pravdépodobnostni
Sfunkci diskrétniho mnohorozmérného rozdéleni X .

P¥iklad 2.43. Uvazujme dvojrozmérny nahodny vektor [X,Y]T. Pro prehled-
nost uvedeme i fddkové/sloupcové soucty (jde o marginalni hustoty).
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Y=0 Y=1
179 2/9 | 1/3
2/9 4/9 | 2/3
/3 2/3 | I
Potom pifmym vypocétem mizeme ziskat naptiklad fix yjr(1,1) = P(X =
1LY =1) = 4/9.

X
X

I
=)

Pi#iklad 2.44. Necht dvourozmérny nahodny vektor [ X, Y]? je rovhomérné roz-
délen na jednotkovém ctverci. Pak z Véty 2.41 okamzité vychdzi fix y)r (z,y) =
X{(z,y)€[0,1]2}- Uréime P[X < 1/2,Y < 1/2]. Tato uddlost B := {X < 1/2,Y <
1/2} odpovidd podmnoziné jednotkového ¢tverce, tedy zintegrovanim pres tuto
podmnozinu nepocitame nic jiného nez plosny obsah této mnoziny. Z Fubiniovy
véty tedy dostdvdme P(B) = 1/4.

Uvedeme uziteény dusledek predchozi véty pouze v pripadé dvourozmeérnych
vektort, snadno se vsak daji rozsitit i pro pripad vicerozmérnych vektor.

Dasledek 2.45 (Marginalni rozdéleni pro dvourozmérné nahodné vektory).
Pokud diskrétni nahodny vektor [X, YT md sdruZenou pravdépodobnostni funkci
fix,y)r > pak margindlni pravdépodobnostni funkce pro X je

fx(@)=PX=2]=) P(X=2Y=y)=) fixypr(z,y).

Pokud spojity ndhodny vektor [X, YT md sdruzenou pravdépodobnostni funk-
ci fix,y)r, pak margindlni hustota pro X je

fx(x) =/f[x,Y]T($,y)dy-

Vénujme opét pozornost pojmu nezavislosti ndhodnych veli¢in. VSimnéme
si, ze plati nasledujici vlastnost

li Fg(Z) = li PlX, < L, Xg < =
xj~>oij1€H{11,...,d}\l % (@) mjaoo\fjler?l,.u,d}\l Xisa,. . Xa <@l
P[Xl S Jil] = FXl (le)

Definice 2.46. Nahodné veli¢iny Xi,..., Xy jsou nezdvislé, pokud Fg (&) =

Hle Fx,(z;) pro kazdy vektor & = [z ..., 24T € R%.
Analogicky s predchozi definici definujeme nezavislost ndhodnych vektoru.
V literature se vyskytuje i jind, ekvivaletni, definice nezdvislosti, kterou uvedeme
pozdéji.
Definice 2.47. Nahodné vektory )Zh ey X, jsou nezdvislé, pokud
d
Fe(@) = [ Fg, (@)
1=1
pro kazdy “nad-vektor” ¥ = [#7,..., 7117 € R4 kde X = [XT, ... S XTI
a X; jsou dj-rozmérné ndhodné vektory pro vSechna l € {1,...d}.

20



Dalsim dulezitym pojmem je takzvany nosi¢ ndhodné veli¢iny. Rozumime
tim v zasadé mnozinu, kde ndhodna veli¢ina “Zije”. Uvedeme zde definici pro
diskrétni a spojité ndhodné veliciny. Tyto pojmy se budou hodit pro vymezeni

prostoru, pres ktery poté budeme integrovat.

Definice 2.48. Nosicem diskrétni ndhodné velic¢iny X nazyvame néasledujici
mnozinu S(X) = {& € R: P[X = z] > 0}. Nosicem spojité nahodné veli¢iny ¥
rozumime mnozinu S(Y) = {y € R : fy(y) > 0}. Obdobné definujeme i nosi¢
ndhodného vektoru (cviéeni).

Véta 2.49 (Ekvivalentni charakterizace nezédvislosti). Necht sdrufend prav-
dépodobnostni funkce diskrétniho ndhodného vektoru X = [(X1,...,X4)T je
fg(@) = P[X = Z|. Pak plati, Ze ndhodné veliciny {X1,...,Xq} jsou nezd-
vislé prave tehdy, kdyz

pro vsechny vektory ¥ = [x1,...,z4]T € x&,S(X)).

Necht sdruzend pravdépodobnostni funkce spojitého ndhodného vektoru X =
[(X1,...,X4)7T je [ (Z). Pak plati, Ze {X1,...,Xq} jsou nezdvislé prave tehdy,
kdyz

d
PIX =& =[] fx(a)
=1

pro A4-skoro viechny vektory & = [x1,..., 247 € X, 9(X)).

Dikaz. Dokézeme oba piipady (spojity a diskrétni) najednou tak, ze budeme
uvazovat prislusnou referenéni sou¢inovou miru.

Nejdifve dokazeme implikaci =. Uvazujme vektor ¥ = [1,...,24]T. Potom
z definice nezavislosti a linearity integralu dostéavame

d d . o d
Fﬁ(f) = F. l(x): fml(t )dﬂ = fml(t )d,Uf ceedp,
©(@ =] o lnl/oo T R A e

=1

Zd

kde druh& rovnost plyne z véty o hustoté vzhledem k soucinové referen¢ni mire
(Véta 2.41) s mirou A%, piipadné séitaci mirou v na R?. Déle diky Fubiniové
vété muzeme pokracovat v Upravach

T zq d d
/ / Hfa:z(tl)dﬂd--.dul :/( A]Hfml(tl)d(ul(g)...@ud)_
- - 0T =1

=1

Pak uz ale nutné musi platit f¢(t1,...,tq) = H7:1 S, (81)-
Implikace < se dokdze obricenym postupem (cviceni). O
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Dissledek 2.50. Predpoklidejme, ze S([X,Y]T) = S(X) x S(Y). Pokud pro
sdruzenou pravdépodobnostni funkci diskrétniho ndhodného vektoru [X, YT plati
P[X = z,Y = y| = g(x)h(y) pro néjaké méritelné funkce g,h a pro vsechna
[z,y]T € S(IX,Y]T), pak X a'Y jsou nezdvislé.

Obdobné, pokud pro sdruzenou pravdépodobnostni funkci spojitého ndhodného
vektoru [X, YT plati fix yir(x,y) = g(x)h(y) pro néjaké méritelné funkce g, h
a pro A2-skoro viechna [x,y|T € S([X,Y]T), pak X a Y jsou nezdvislé.

Pozndmka: g a h nutné nemusi byt hustoty nebo pravdépodobnostni funkce,
ale normovand funkce g := ﬁ jiz ano.

Diikaz. Definujme § a h jako v pozndmce. Potom musi existovat verze §,h > 0
meéritelnd. Zbytek dostaneme z predchozi véty. O

konec 7. predndsky (10.53.2025)

Véta 2.51 (Alternativni (ekvivalentni) definice nezavislosti). Ndhodné veli¢iny
X1,...,Xq jsou nezdvislé prdvé tehdy, kdyz

Pg = @ Px,.

Diikaz. Zacneme implikaci zprava doleva (<). Jestlize pro vSechny mnoziny
B, € B(R),l =1,...,d plati

Pe(x{,B) HPX, B),

pak vezmeme B; = (—o0,x;] pro fixni & = [z1,...,24] generdtory borelovské
o-algebry a muizeme pocitat

d
Fg(#) = Pg(x{;(—o0, 1)) HPXl —o0, 1)) = [ ] Fx, (),

coz je primo definice nezavislosti.
K diikazu opa¢né implikace (pfedpokladdme platnost F'g (&) = Hfl:l Fx,(z)
pro viechna # € R?) pouzijeme Dynkintiv systém

D = {x{ (o0, )],z e R,V € {1,...,d}}.

Tento systém je uzavieny na pruniky a generuje celou borelovskou o-algebru
B(R%). Jelikoz Pg(R?) = 1, dostdvame z véty o jednozna¢nosti miry rovnost
obou mér (Pg a ®{, Py,) na celé B(R?). O

Vratime se opét k podminénosti, tentokrat budeme zkoumat podminénost
nahodnych veli¢in. Motiva¢nim prikladem budiz zjisténi priumérné mzdy obca-
na, ktery vystudoval MatFyz na zdkladé znalosti primérné mzdy vsech obcant
CR. Opét se jedna o zjednodusenou definici, ta obecnéjsi bude uvedena v po-
krocilejsich kurzech.

22



Definice 2.52. Pro diskrétni ndhodny vektor [X,Y]T definujeme podminénou
pravdépodobnostni funkci X za podminky Y = y vztahem

PX=azY=y] _ fix vyr (z,y)
P[Y =]  fy(w)

fxpy(zly) = PIX = 2|y =y] =

pokud P[Y = y] > 0.
Pro spojity nahodny vektor [X,Y]? je podminénd hustota X za podminky

Y=y
foxyy (@, y)

Ixpy (zly) == @)

pokud fy(y) > 0.

Je tfeba si uvédomit, ze podminénd pravdépodobnostni funkce (hustota) jsou
funkce argumentu z s parametrem y. V piipadech nepokrytych touto definici
muzeme definovat podminénou pravdépodobnost libovolné. Nékolik uzitecnych
vzorci pro vypocet podminéné pravdépodobnosti, pro diskrétni vektor plati
P[X € AlY =y] = > ,c4 PI[X = z|Y = y] a pro spojity vektor plati P[X €
AlY =y = fA fxpy (zly)dy.

V dalsich kapitolach budeme pracovat s mnohorozmérnym norméalnim roz-
délenim, je proto vhodné si ho zadefinovat uz ted. V obecném pripadé nestaci
zadefinovat chovani po slozkach, je tieba néjakym zptisobem zahrnout i vztahy
mezi jednotlivymi slozkami.

Definice 2.53. Nahodny vektor X = [X1,..., X4]” mé d-rozmérné normdlni
rozdéleni s parametry p € R? a ¥ € R¥X9 (zna¢ime X ~ Ny(u,Y)), pokud
existuje k-rozmérny nadhodny vektor Y = [Y1,...,Y%]7 a matice A € RI*F

takové, ze
(i) {Y1,..., Y%} jsou nezévislé;
(i) Y
(iii) AAT =
(iv)

;. ~ N(0,1) pro vSechny slozky j € {1,...,k};

X = AY+u

Takto komplikovana definice je potieba, nebot matice ¥ nutné nemusi mit
jednoznacné urc¢enou “druhou odmocninu”, proto musime pouzit néjakou dru-
hou odmocninu, kterd bude piipadné davat nizsi hodnost. Takto definovana
matice A a vektor u jsou deterministické (nendhodné). Pozornost si zaslouzi
tzv. standardn{ d-rozmérné normalni rozdéleni Ny(0, I).

Na zavér se budeme chvili vénovat transformacim nahodnych veli¢in. V obec-
ném piipadé je mozné formalizovat tuto predstavu pomoci véty o substituci
z TMI, avsak pro nase ucely postaci uvést jen nékolik specidlnich pripadu.

Megjme diskrétni ndhodnou veli¢inu X a ne nutné monoténni funkci ¢ :
R — R, pro kterou plati Y := ¢(X). Chceme odvodit pravdépodobnostni funkci
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P[Y = y]. Muzeme psat
PIY =y = PIt(X) = y] = PIX € 17 ()] = 3 PIX =
t(z)=y
Déle méjme spojitou ndhodnou veli¢inu X, zndme jeji hustotu fx(x). Cilem

je spocitat hustotu fy (y), kde Y = ¢(X). Pro kazdé y mizZeme nalézt mnozinu
Ty = {z : t(z) < y}. Poté mizeme spocitat distribuéni funkei rozdéleni Y.

Fy(y) = PIY < y] = Plt(X) < V] = Plw: #(X (w)) < Y] = /T | Ix(a

hustotu poté mizeme ziskat pouhym zderivovanim distribu¢ni funkce F.

Déle uvazujme piipad (dvourozmérného) diskrétniho ndhodného vektoru
[X,Y]T a transformace Z = t(X,Y). Ze znalosti diskrétniho rozdéleni vekto-
ru [X,Y] chceme spoéitat P[Z = z]|. Muzeme psat

P[Z = 2] = P[t(X,Y) = 2] = Plw : t([X,Y]T(w)) = 2] =

PX,Y" et (2)]= > PX =Y =y

t(z,y)==2

Nakonec méjme spojity ndhodny vektor [X,Y]”, pro néjz zndme hustotu
fix,y)r (z,y) a cheeme ziskat hustotu fz(2), jestlize ndhodnd veli¢ina Z je defi-
novana Z := t(X,Y). V analogii se spojitou ndhodnou veli¢inou nalezneme pro
kazdé z € R mnozinu T (z) = {[z,y] : t(x,y) < z}. Opét spocteme distribucéni
funkci Fz pomoci nasledujicich kroku

Fz(2) = P[Z < 2] = PI(X,Y) < 2] = Plw : t([X,Y]" (w)) < 2] =

/ fX Y]T z,y)dzdy,

hustotu fz opét mizeme ziskat pomoci zderivovani funkce F.
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3 Stredni hodnota

V této kapitole se budeme vénovat pojmu stfedni hodnoty, laicky feceno, kolem
jaké hodnoty se nachézi nase rozdéleni. Nejedna se ani o praumeér ani o prostredni,
pripadné nejcastéjsi hodnotu, tyto pojmy zadefinujeme pozdéji a ve statistice
maji svij vlastni vyznam odlisny od stfedni hodnoty.

Definice 3.1. Stredni hodnota ndhodné veli¢iny X je redlné ¢islo
EX]=EX = /Xsz /X(w)dP(w)7

pokud prava strana existuje.

Tato definice je velmi teoreticka, k praktickému vypoctu se hodi nasledujici
véta, kde prevedeme integral na vypocet pomoci obrazu pravdépodobnostni
miry.

Véta 3.2. Stredni hodnota ndhodné veliciny X je EX = [xdPx(x), pokud
pravd strana existuje.

Dikaz. Z véty o prenosu integrace (2.5) pti volbé g = Id a (M, M) = (R, B)
dostavame pozadované tvrzeni. O

Z Radon-Nikodymovy véty ihned plyne nésledujici pozorovani
Pozorovani 3.3. Stredni hodnota veliciny X je
EX — 7 afx(z)de, X spojz'td;. N
Y ses(x) ¥P[X = z], X diskrétni.

Stredni hodnota nemusi existovat vzdy, jeden z takovych pfipadid uvedeme
v nasledujicim prikladu.

Priklad 3.4. Pokud X ~ Cauchy (Definice 2.32), pak EX neexistuje. Pomoc{
integrovani per partes mizeme pocitat

/O e = lrarctan () — / arctan(z)dr = oo.

Dostali jsme, ze pro integral pres celou redlnou primku neni definovan vyraz
00 — 0.

Uvazujme ted transformaci Y = ¢(X). Nésledujici véta ndm umozni poéitat
stfedni hodnotu transformované nadhodné veliciny.

Véta 3.5 (Pravidlo liného statitika). Bud ¢ : R — R méritelnd funkce a necht
Y =¢(X), kde X je néjakd ndhodnd veli¢ina. Pak

EY = /t(x)dPX(x),

pokud pravd strana existuje.
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Diikaz. Z Véty 2.5 dostavame

EY = E[t(X)] = / #H(X (w))dP(w) = /IR t(x)dPx (z).

R

O

Poznamenejme si explicitni vzorce pro transformaci spojitych a diskrétni
nahodnych veli¢in, které jsou primym dusledkem predchozi véty:

Dausledek 3.6. Méjme ndhodné veliciny X a'Y takové, Ze plati Y = t(X) pro
néjakou transformacit : R — R. Md-li X diskrétni rozdeélent, potom

EY = Y t(z)P[X =a].
zeS(x)

Je-li X spojitd, potom plati

EY:/Rt(a:)fX(m)dx.

Primé vyuziti pravidla liného statistika si uvedeme v definici a aplikacich
nasledujiciho pojmu, ktery jistym zpusobem umoziuje charakterizovat chovani
rozdéleni.

Definice 3.7. Pro redlné cislo k definujeme k-ty moment ndhodné veliciny X
jako E[X*] za ptredpokladu, ze E[|X|¥] < oco. Déle definujeme k-ty absolutni
moment jako E[| X |¥], pokud existuje.

V praxi se nejcastéji setkdme s momenty jen pro k prirozené, pokud nebude
feCeno jinak, vsechny momenty budou mit prirozeny parametr.

Véta 3.8. Pokud existuje k-ty moment, pak existuje -t moment pro jakékoli
le{l,...,k}.

Diikaz. Potiebujeme ukézat, ze E[|X|'] < co. Mizeme poéitat

E[|X[] = / 2fldPy (x) = / SRR / j«!dPx (z) <

|z|>1

/|m|g1dPX(x)+/|w>1'x|deX(x) S/dex(x)+/R|x|deX(x).

Dostévame 1+ E[| X |¥] < oo, ¢imz je ditkaz ukonéen. O

Néktera zobrazeni maji jen nékolik prvnich momentt a zadné vyssi momenty
neexistuji, jako napriklad Studentovo t-rozdéleni (Definice 2.31) s v = 3 stupni
volnosti.

P¥iklad 3.9. Pro X ~ t3 plati EX = 0, EX? = 2 ale E|X|? = oo. (cvicen,
pouzijte per partes)
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Definujeme déle L£P prostory ndhodnych veli¢in, které jsou podobné LP pro-
stortim z teorie miry a funkcionalni analyzy.

Definice 3.10. Pro reélné ¢islo p (v praxi se vystaéime pouze s ptipadem p > 1)
definujeme prostor L? tak, ze ndhodnd veli¢ina X € LP, jestlize E[| X |P] < oco.

Ukézeme si par zakladnich vlastnosti prostoru £, které se mohou hodit pfi
praktickych aplikacich.

Véta 3.11 (Zakladni vlastnosti prostoru £1). Necht jsou ddany X1, ..., Xq € L!

a ai,...,aq jsou konstanty, pak plati linearita ve smyslu
d d
E <Z ale> = ZGZEXZ'
=1 =1
Ddle mé&jme Xq,...,Xq € L' nezdvislé ndhodné veliciny, potom plati

d d
E <H Xl> = HEX;.
=1 =1

Diikaz. Linearita plyne z véty o pfenosu integrace (Véta 2.5) a linearity Lebes-
gueova integralu.

Dokazeme druhou vlastnost. Nejprve ukazeme, ze hledana stfedni hodnota
je dobte definovana. Uvazujme posloupnost funkci {g, : R? — R} definova-

nych jako g, (%) = Hle |Z1]X {|2/|<n}- Pak pro kazdé n € N je gn()?) omezend,
a existuje jeji prvni moment E[gn()z )] € R. Diky nezdvislosti mtizeme psat

d
Elg.(X)] = /]Rd [T 120X a1 <ny (5 Px,),
=1

odkud z Fubiniovy véty a nasledné linearity integralu plyne

d d d
:/R“‘/RH|~”C1|X{|xl\gn}dPX1 --dPx, = [[EIXixqx<my) < [T EIX]]-
=1 =1 =1

Plati, ze funkee g, (Z) jsou nezdporné a g, (%) 1 H?Zl |z;| na celém R?. Tudiz
z Leviho véty plyne, ze E[g,, (X)] T ]E[Hld:l | X;|]. Potom ale nutné E ’Hld:l Xl’ <

H;izl E|X;| < oo, tedy piislusny prvni moment existuje.
Daéle mtizeme pocitat

1 d d
E [H Xz] =/ [[zdprg :/Hxld(®?:1PX1,):
d—1 RE 2y Ri=1
d d d
/--~/HmldPX1-~-dPXd :H/xldPXl =[[Ex:.
R R4 1=1“/R =1

kde druha rovnost plyne z nezavislosti ndhodnych veli¢in X7, ..., Xy, treti z Fu-
biniovy véty a predposledni z linearity integralu. O
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konec 8. predndsky (11.5.2025)

Ted definujeme dalsi neplnohodnotnou (jinymi slovy, neuréuje danou ndhod-

nou veli¢inu, piipadné jeji rozdéleni jednozna¢né) charakteristiku. (Pozndmka:
prikladem plnohodnotné charakteristiky je distribu¢ni funkce rozdéleni)

Definice 3.12. Rozptyl ndhodné veliciny X je definovan jako
Var X = E(X — EX)?,

za predpokladu, Ze prava strana je dobfe definovand. Pak smérodatnd odchylka
tytéz ndhodné veliCiny je definovand je

sd(X) = vVVar X.

Uvédomme si, ze nékteré volby charakterizovani variability rozdéleni nejsou
vhodné, naptiklad na prvni pohled logické “E(X — EX)” je nulovd vsude, kde
je definovana.

Véta 3.13 (Vlastnosti rozptylu). Za predpokladu, Ze uvaZované druhé momenty
jsou konecné, potom

Var X = E(X?) — (E(X))? > 0.

Pokud a,b € R, pak
Var(aX +b) = a* Var X,

jJingmi slovy, rozptyl se chovd jako kvadratickd forma. Pokud X1,...,Xs jsou
nezavislé a ay,...,aq jsou redlné konstanty, pak

d d
Var (Z ale> = Zalz Var Xj.
=1 =1

Diitkaz. Dokézeme prvni vlastnost. Mame
Var X = E[(X —EX)?] = E[X? - 2X(EX) + (EX)?] = EX? - 2(EX)? + (EX)?,

kde pfedposledni rovnost plyne z linearity stfedn{ hodnoty a faktu, ze E[c] = ¢
pro konstantu c. Nezdpornost plyne z toho, ze pocitdme stfedni hodnotu neza-
porné nahodné veliciny.

Déle pro druhou vlastnost pisme

Var(aX +b) = E [(aX +b—E(aX +0))?] = E[a* (X -~ EX)?],

kde druha rovnost plyne z linearity stfedni hodnoty a rovnosti b = Eb, dale
muzeme psat

Ela? (X — EX)’] = i®E(X —EX)? = a® Var X.
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K dikazu posledni vlastnosti zacneme opét rozepsanim definice

d

d d d 2
Var (Z ale> =E [} aX, -E (Z ale> =E lz a(X, — EX))
=1 =1 =1

=1

d
E > af(Xi—EX)’+2 Y aja(X; - EX;)(X, -EX)| =
=1 1< <i<d

d d
Y GEX -EX)?+2 > ajaE(X —EX;)(X; ~EX;) =) af Var X,
=1 1<j<i<d =1

kde posledni rovnost plyne z toho, ze v pripadé j # [ mame diky nezavislosti
E(X; -EX;)(X; - EX;) = E[X,;X;] - E[X;]E[X,] = 0.
O

Dalsim pojmem, kterému se budeme vénovat, je kovariance a korelace, které
charakterizuji linedrni vztah mezi dvéma nahodnymi veli¢inami.

Definice 3.14. Kovariance mezi X a Y je definovana jako
Cov(X,Y) = FE(X —EX)(Y —EY)).
Pokud Var(X) Var(Y) > 0, pak definujeme korelaci mezi X a 'Y vztahem

Cov(X,Y)
V/Var(X) Var(Y)

Je treba si dévat pozor, Ze tyto pojmy necharakterizuji libovolnou souvislost
mezi ndhodnymi veli¢inami, ale pouze linearni. Navic, korelace nemusi zptsobo-
vat kauzalitu (spotfeba ¢okolddy v dané zemi sice koreluje s po¢tem Nobelovych
laureati, ale nemiizeme zvysit pocet laureatti tim, ze zvysime spotiebu ¢okola-
dy).

Déle si v§imneme, Ze z pravidla liného statistika (Véta 3.5) okamzité plynou
nasledujici vztahy.

pxy = Corr(X,Y) =

Disledek 3.15. Pro X,Y spojité plati EXY = [ [ 2y fix vy (x,y)dzdy.
Pro XY diskrétni plati EXY = 3", o (x) yesu) TyPIX =2, Y =y].
Dale si zformulujeme nékolik vlastnosti kovariance a korelace.

Véta 3.16. Pro ndhodné veliciny X a'Y plati ndsledujici tvrzeni (jsou-li pri-
slusné matematické objekty dobre definovdny).

(i) Cov(X,Y) = E(XY) — EXEY;
(i) —1 < Corr(X,Y) < 1;
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(iii) | Corr(X,Y)| =1 <Y =aX + b s pravdépodobnosti 1 pro néjaké hodnoty
a,beR.

(iv) Pro nezdvislé X a'Y plati Cov(X,Y) = 0. Pozor: opacnd implikace nemusi
platit (staci vzit X ~U(—1,1),Y = X2).
Diikaz. Budeme postupovat postupné, k dikazu prvni vlastnosti pouzijeme né-
sledujici vypocet:
Cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)] = E(XY) — EXEY,
kde druha rovnost se ziska rozndsobenim zavorek analogicky s diikazem pred-
chozi véty. Z tohoto okamzité plyne vlastnost (iv), nebot nezavislost X a Y
implikuje, ze E(XY) = EXEY.
K dikazu vlastnosti (ii) pouzijeme Cauchyovu-Schwarzovu nerovnost (Véta

4.4), kterou si zde dokazeme. Definujeme funkci g(a) := E(aX — Y)?, potom

0 <E(aX —Y)? =E(a’X? - 2aXY +Y?) = > EX? — 2aEXY +EY.
Funkei g(a) mizeme zderivovat, dostavame

g (a) = 2aEX? — 2EXY,

svého minima tedy funkce g nabyva v bodé ]FE))((’; (bez tijmy na obecnosti EX? #

0, v opa¢ném pripadé mame X = 0 skoro jisté, z ¢ehoz vlastnosti z véty plynou
trividlné). Dosadime tuto hodnotu do predpisu funkce g(a) a dostdvame.

, <EXY> _ (EXY)?

L, (EXY?)
EX2 EX2

e +EY? > 0.

Z toho jiz plyne, ze (EXY)? < (EX?)(EY?) (dokdzali jsme Cauchy-Schwarze!),
z ¢ehoz plyne pozadované tvrzeni.

Vlastnost (iii) budeme dokazovat po implikacich. Nejdiive predpoklddejme,
ze Y = aX + b pro néjaka a,b € R. Potom mame

Cov(X,Y) = Cov(X,aX +b) = E[X(aX +b)] - EXE(aX +b) =
aEX? + bEX — a(EX)? — bEX = a Var X.

a muzeme psat

| Corr(X,Y)| = [Cov(X,Y)| _ faVarX|
VVarX VarY  V/Var Xa2Var X

Nakonec, k dtikazu posledni implikace si uvédomime, ze rovnost nastava
v piipadé |Cor(X,Y)| = v/ Var X VarY. To nastane pravé tehdy, kdyz

[E(X —EX)(Y —EY)]* = [E(X — EX)?[E(Y — EY)?.
Polozme X = X —EX a Y =Y — EY. Pfedchozi viraz pak bude mit tvar
[EXY]? = EX2EY?2
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EXY

Dosadime a = do g(a) z dukazu vlastnosti (ii), dostdvame (vSimnéte si,

EX2
e . 2
ze jde o bod, kde funkce g nabyva svého minima) 0 = E []?E))?;X — Y} , a tedy
musi platit PlaX —Y = 0] = 1. Pak s pravdépodobnosti 1 musi platit aX —
aBX + EY =Y, coz jsme chtéli dokdzat (staci vzit b = —aEX — EY). O

Jednoduchym dusledkem tohoto tvrzeni (plyne z dikazu posledni vlastnosti
z Véty 3.13) je nésledujici tvrzeni umoziiujici pocitat rozptyl souc¢tu ne nutné
nezavislych velic¢in.

Disledek 3.17 (Rozptyl souctu). Pokud X1,...,X4 € L% a ay,...,aq jsou
realné konstanty, potom

d d
Var <Z ale> = Za% Var X; +2 Z a;a; Cov(X;, Xp).
1=1

=1 1<j<i<d

Pro vicerozmérné nahodné vektory muzeme definovat obdobné pojmy jako
pro ndhodné veli¢iny.

Definice 3.18. Stredni hodnotu ndhodného vektoru X = [X1, ..., X4]7 definu-
jeme predpisem

—

EX = [EXy,...,EXy]".

Varianéni-kovariancni matice ndhodného vektoru X = [X1,...,X4]T je defino-
vana jako
VarX1 COV(Xl,XQ) COV(Xl,Xd)
N COV(XQ,Xl) VarX2 COV(XQ,Xd)
Var X = ) . . .
COV(Xd,Xl) COV(Xd7X2) cee Var(Xd)

Vsimneme si, ze plati Cov(X,X) = VarX a Cov(X,Y) = Cov(Y, X).
Z toho plyne, Ze takto definovand kovarianéni matice je symetrickd a navic
Var X [COU(X“XJH

ij=1...d"
konec 9. predndsky (17.5.2025)
Budeme pokracovat zakladnimi vlastnostmi variancnich matic, které se cho-
vaji podobné rozptylu jednorozmérné nahodné veliciny.

Véta 3.19 (Vlasnosti varianéni matice). Mdme-li ndhodny vektor X a rediné
vektory d,b takové, Ze nasledujict vijrazy maji smysl, potom

E(@"X +b) = @"EX + b, Var(@* X 4+ b) = @’ (Var X)a.
Mame-li ndhodny vektor X a f_f, B jsou redlné matice, pak
E(AX + B) = AEX + B, Var(AX + B) = A(Var X)A”.

Diikaz. Z definice ndsobeni matic a linearity operatoru E. O
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Definice 3.20. Pro danou ndhodnou veli¢inu X definujeme momentovou vy-
tvorugict funkci (MGF) vztahem

Yx(t) = Elexp(tX)] = /Re“dPX(x)

pro t € R, pokud pravd strana existuje. Specidlni pfipad 1 x(—t) nazyvame
Laplaceovou transformaci X.

Véta 3.21 (Vlastnosti MGF). Plati ndsledujici vlastnosti MGF:
(i) Ezistuje-li ¢ > 0 takové, Ze na (—¢,¢e) existuje ¥x(t), potom wg(m) (0) =
EX™ m € Ny;
(i) Pokud Y = aX + b, pak ¥y (t) = e?'x (at);
(iii) Pokud Xi,...,Xq jsou nezdvislé a Y = 27’21 Xy, pak plati ¥y (t) =
d
[li=1 ¥x, (8)-
Diikaz. Dokazeme prvni vlastnost. Piipad m = 0 je trividlni, necht tedy ma-
me m > 0. Nejdiive budeme uvazovat pripad m = 1 a chceme pouzit vétu
o konvergentni majoranté. Necht tedy

glz):=e +e7,

potom plati exptz < g(z) pro vSechna t € [—£/2,¢/2] a libovolné = € R. Déle
z predpokladu mame, ze

/R 9(2)dPx (x) = hx (—¢/2) + ¥x (/2) < +oo.

Dostavame, ze g je hledana konvergentni majoranta. Z véty o konvergentni ma-
joranty tedy mutzeme provést zaménu integralu a derivace.

d

d -
aw(t) = &/RemdPX(a:) = /RxemdPX(m) = /RdeX(a:) =EX"'.

Zbytek se dokaze indukei s pouzitim podobné majoranty, v m-tém kroku dosta-
neme [, £™dPx(x) =: EX™.
Druhou vlastnost dokazeme primym rozepsanim definice
Yy (t) = Yax40(t) = Elexp(taX + tb)] = Elexp{atX }e'’] =
e’ Elexp(atX)] = ey x (at).
Nakonec, posledni vlastnost se dokaze nasledné

d

Yy (t) = wzle X, (t) = Elexp{t Z] =FE

=1

=1
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Déle vyuzijeme nezavislost (ktera se pfendsi i na veli¢iny transformované stejnou
méfitelnou funkei) a dostaneme

d

d d
[T =TT = [Tvx 0
=1 =1

=1

E

O

Pozndmka: pokud ¢ x (t) = 1y (t) pro vSechna ¢ v néjakém otevieném inter-
valu kolem 0, pak X a Y se rovnaji v distribuci.

Definice 3.22. Pro danou ndhodnou veli¢cinu X definujeme charakteristickou
funkci (CF) vztahem

ex(t) = Elexp(itX)] = /ReimdPX(x)

prot € R.

Na rozdil od momentové vytvotujici funkce takto definovana charakteristicka
funkce je dobre definovana pro vsechna t € R. Opét mame specidlni nazev
pro vyhodnoceni charakteristické funkce v bodé —t, fikdme tomu Fourierova
transformace. Z definice exponencidly z komplexni analyzy okamzité dostavame
vyjadreni ¢x (t) = Ecos(tX) + iEsin(tX).

Véta 3.23 (Vlastnosti CF). Plati ndsledujict vlastnosti CF:
(i) ¢x existuje pro jakékoli rozdéleni X ;
(ii) ox(0) = 1;

(iii) |ex(t)| <1 pro vsechna t € R;

(iv) ox je stejnomérné spojitd, tedy Ve > 035 > 0 : |px (t) —ox(s)| < € kdykoli
|t —s| <6

(v) paxip(t) = epx(at) pro viechna t,a,b € R;
(vi) p_x(t) = @x(t) (komplezné sdruzend funkce);

(vii) px(t) € RVt € R prdve tehdy kdyz rozdéleni je symetrické kolem bodu
t=0.

(viii) Jsou-li X,Y nezdvislé, potom px iy (t) = ox(t)py (t).
Diikaz. Budeme dokazovat vlastnosti postupné

(i) Vime, Zse pro viechna x a vSechna t plati |e?*|? = sin®(tz) + cos?(tz) = 1.
Pak E|e?®®|2 = 1, z Jensenovy nerovnosti (bude pozdé&ji) mame, Ze E|e?®| <
VE|e®*|2 =1 a tedy e"® je integrovatelna.

(ii) Pfimym dosazenim dostaneme [, dPx(z) = 1.
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(iii)
(iv)

(vii)

(viii)

Viz diikaz vlastnosti (i).

Polozme h := s — t, potom

lox (t) = x (s)] =[E[e"¥] — B[t X]| <
EHeitX(l o eihXH <
Efle™™] -1 = ™[] < Efje™ —1]].

Vime, ze "X — 1 — 0 kdyz h — 0 a zaroven |e*X — 1| < 2. Mame tedy
konvergentni majorantu. Dle Lebesgueovy véty tedy plati limy, o E|e?"™ —
1| = 0. Z toho jiz plyne stejnomérné spojitost.

Z definice dostavame

— Eeit(ax+b) _ eitheitCLX _ eithDX (at)

Pax+b(t)
Vyuzijeme piepisu do goniometrického tvaru (viz pozndmka pied touto
vétou), dostaneme

w_x(t) = Elcos(—tX) + isin(—tX)] = E[cos(tX) —isin(tX)] = ¢x (t).

Nechf nejdiive X méa rozdéleni symetrické kolem 0, potom X 4 _x

z ¢ehoz méme p_ x (t) = px(t). Aplikaci jiz dokdzané vlastnosti (v) mame,
ze ox = px(t), tedy ¢x(t) € R. Opacnd implikace se dokéze stejnym
postupem v opacném poradi.

)

Rozepsani definice
Oxay(t) = E[e®XFY)] = E[eXeitY],
déle diky nezavislosti dostdvame

E[e"X e ] = B[ E[e™] = ¢ox (t)py (1).

O

Nésledujici véta ndm umoznuje jednoznac¢né popisovat rozdéleni jak podle
distribu¢ni funkce, tak i podle charakteristické funkce.

Véta 3.24 (Leviho inverzni formule pro charakteristickou funkei). Pro jakékoli
rozdéleni X a libovolné a < b plati

1 T _—ita _ ,—ith PIX
lim 7/ e (®dt = Pla< X <]+ L

T it
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Dikaz. Méjme T € R a a < b, potom

1 T _ita _ it 1 T _ita _ ,itd )
i ﬁ@x(t)dt / %/eztzdlgx:
R

2m J_ it - % T
T oo it(z—a) __ ,it(z—b) .. oo T _it(x—a) _ it(xz—b)
/ / ¢ ° dPxdt "™ / / ¢ © dtdPy.
7)o 2mit oo T 2mit

T sin(tc
sinlte) gy

Vsimneme si, ze pro kazdou konstantu ¢ € R plati fTT e;—::dt = Jo

a tento integral se navic rovnd 7 sgn(c). Potom plati
1 T eita _ oitb
or | o it

I e

Kdyz posleme T' do nekonecna, dostaneme nasledujici hodnoty

dPx.

1
T . —§,x<a,
AL CETIPERS) P
v 0 t
0,z = a.
Potom
L[ [T sinG@—a) [T sin(t@—b) 32 = b
l/ ST — @ dt—/ SAL dt}T;)oo l,a<xz<b,
T | Jo t 0 t ..
0, jinak.

Dosazenim do predchoziho vzorce a uzitim Lebesgueovy véty o konvergentni
majoranté dostavame

1 T _ita _ it Pl — iy
u@x(t)dtzp[a<)(<b]+[ al + P| b}.

or ) o it

7 predchozi véty okamzité plyne nésledujici dusledek.

Disledek 3.25 (Jednoznacénd charakterizace rozdéleni). Plati px = ¢y <
d

X=Y.

Nakonec definujeme charakteristickou funkci pro nahodné vektory. Obdob-
nym zpusobem pro ni muzeme dokazat vlastnosti, které jsme jiz dokazali pro
jednorozmeérné ndhodné veli¢iny.

Definice 3.26. Charakteristickd funkce ndhodného vektoru X = [(X1,...,X4)T
je definovana vztahem

o, = Blei? X] :/eiz‘r)?dp)?
R

pro i € R
konec 10. prednasky (18.3.2025)
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4 Stochastické nerovnosti

V této kapitole budeme studovat uzitecné nerovnosti, které budeme moci apli-
kovat pro odhady nékterych statistickych velicin. Za¢neme odhady pro hodnoty
pravdépodobnosti samotné (tzv. nerovnosti Markovovského typu)

Véta 4.1 (Markovova nerovnost). Necht X je nezdpornd ndhodnd velicina
a predpoklidejme, Ze EX existuje. Potom pro kazdé € > 0 plati

P[X >¢] < %

Dikaz. Z predpokladu mame, ze X > 0, tedy P[X > 0] =1 a P[X < 0] =
1 —1=0. Z toho plyne, ze

/ dP(w) = 0.
{we: X (w)<0}

Potom pro € > 0 mame, ze pravdépodobnost

X
PIX > = / dP(w) < / X p) <
{we:X (w)>e} {we:X(w)>e} €

X6 g 2 1 [ oy < EX
| =2apw) = [ X(@apw) = ==,

kde prvni nerovnost plati diky tomu, ze X (w) > ¢ a tedy @ > 1. O
Dausledek 4.2 (Zobecnénd Markovova nerovnost). Necht X je nezdpornd nd-
hodnd veli¢ina a predpokldidejme, Ze EX" existuje pro néjaké r > 0. Potom pro
kazdé € > 0 plati

EX"

er

P[X >¢ <

Diikaz. Necht Y := X" & = &", poté pouzijeme predchozi vétu pro P[Y <
g]. O

Véta 4.3 (Cebysevova nerovnost). Necht X je ndhodnd velicina a predpokld-
dejme, Ze E[X] existuje, potom pro kaZdé e > 0 plati

Var[X]
< .

P[|X —EX| > ¢] =

Diikaz. Polozme Y = |X —EX| > 0 a € = £2, potom stad{ aplikovat Vétu
4.1. ]

Dale si uvedeme nékolik nerovnosti, které pfimo poskytuji odhad pro stfedni
hodnotu.

Véta 4.4 (Cauchy-Schwarzova nerovnost). Pokud maji ndhodné veliciny X a' Y
konecné rozptyly, potom

[EXY| < VEX?EY? a | Cov(X,Y)| < VVar X VarY.
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Diikaz. Plyne z dukazu vlastnosti (ii) ve Vété 3.16 o vlastnostech kovariance
a korelace. O

Véta 4.5 (Jensenova nerovnost). Pokud je g konvexni, pak Eg(X) > g(EX).
Ddle, pokud je g konkdvni Eg(X) < g(EX).

Dikaz. Necht mdme t(x) = a + tx teéna k funkci g v bodé EX. Pokud g je
konvexni, pak t(z) < g(z) pro vSechna z € R. Také plati ¢(EX) = g(EX).
Potom E[g(X)] > E[t(X)] = Ela 4+ bX] = a + bEX = t(EX) = g(EX). Pro
konkéavni g se tvrzeni dokéze analogicky. O
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5 Stochastické konvergence

V této kapitole budeme studovat druhy konvergence v pravdépodobnostnich
prostorech, které jsou casto jiné, nebot nas prostor je vzdy normovany na 1.

Definice 5.1. Necht X3, X5,... je posloupnost ndhodnych veli¢in a necht X
je jind ndhodnd veli¢ina. Necht F),, oznacuje distribuc¢ni funkci X,, a necht F
oznacuje distribu¢ni funkci X. Potom X,, konverguje k X v pravdépodobnosti
(predpoklddame, ze X;, X vSechny “Ziji” na stejném pravdépodobnostnim pro-

" P "1
storu) , znac¢ime X,, — , pokud pro kazdé ¢ > 0,
n—oo

n— oo

P[| X, —X|>¢] = 0.
Déle X,, konverguje k X v distribuci, znacime X, N X, pokud
n—oo

lim F,(z) = F(z)

n— oo

pro vSechna x kde je F spojita.
Xy konverguje k X v L, pro p > 1, znaéime X, N X, pokud
n—oo
E|X, — X[P "= 0.
X, konverguje k X skoro jisté, znacime X, Fsg: X, pokud
n—oo

Pllim X, =X]=PlweQ: lim X,(w) =X(w)]=1.
n—oo

n— oo

Véta 5.2 (Implikace mezi typy konvergence). Plati ndsledujici implikace

(i) X, =% X = x, 5 Xx;

(it) pro p > 1 plati X, by x = X, KA X;

(iii) prop > q > 1 plati X, Ly = X, Ly X;

(iv) Xon 5 X = X, 3 X;

(v) Pokud X, 2 X a P[X =] =1 pro néjaké c € R, pak X,, 5 X.

konec 11. predndsky (24.5.2025)

Diikaz. Budeme dokazovat postupné kazdou implikaci.

(i) Mé&jme € > 0. Pro n € N definujeme ndhodné udalosti
Ap i ={weQ:Im>n: |Xn(w) — X(w)| > e};

B, :={w:Q:|X,(w) — X(w)| > e}
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(iii)

Chceme ukézat, ze P(B,) — 0. Vime, ze A, 2 B,, tedy diky mono-
tonii pravdépodobnosti sta¢i ukdzat, ze P(A,) — 0. Redlna posloupnost
{Xm(w)}m je konvergentni, jestlize existuje pfirozené ¢islo N takové, ze
pro zadné m > N neplati | X,,(w) — X(w)| > e. Potom lim A,, je jev,
ze posloupnost {X,,(w)},, diverguje. Ale dle pfedpokladu X,, konverguje
skoro jisté, tedy P(lim A4,,) = 0. Jelikoz A1 D Ay D ..., z véty o spojitosti
miry (Véta 1.7) dostdvame P(lim A,,) = lim P(A,,) = 0, ¢imz jsme dostali
pozadovanou konvergenci v pravdépodobnosti.

Ly . o ;
Necht X,, = X. Podle Markovovy nerovnosti (Véta 4.1) plati

E|X, — X|P
<=2

P(|X, — X| > &) = P(|X, — X|P > &) 0

ep
pro n — oo, nebot se jedna o posloupnost ¢isel a chovani ¢itatele vyplyva

z predpokladu konvergence v L.

Necht X, L# X ap > q > 1. Dle Jensenovy nerovnosti pro konvexni
funkci (Véta 4.5) g(x) := xP/9 pro x > 0 dostavame g(E[| X, — X|7]) <
E[|X,—X|? 4] = E|X,,—X|? — 0, kde limitn{ pfechod plyne z pfedpokladu
konvergence v Ly, tedy jsme pfimo ukdzali konvergenci v L.

Necht X, £ X. Zvolme ¢ > 0 libovolné. Necht z € R je libovolny bod,
v némz je limitni distribu¢ni funkce F' spojitd. Potom miizeme pséat

F,(z)=P(X,<2)=PX, <2, X <z+e)+P(X, <z,X >x+¢e) <
PX<z+e)+P(|Xp,—X|>e)=F(x+e¢e)+ P(| X, — X|>e).
Taktéz dostaneme
Flzx—e)=PX<z—¢g)=PX<z-¢X,<X)+
PX<z—-¢X, >¢)<F,(z)+ P(X, — X| >e).
Potom F(z—e)—P(| X, — X| >¢) < F(z) < F(z+¢e)+ P(| X, — X| > ¢).
Jelikoz € > 0 bylo voleno libovolné a F' je spojita v x, tedy lim,,—, o Fy(x) =

F(x).

Necht X, 2 X a necht P[X = ¢] =1 pro néjaké ¢ € R. Zvolme libovolné
€ > 0 a mizeme pocitat

P(|X,—X|>e)=P(X,<c—¢e)+P(X,>c+e) <
P(Xngc—5)+P(Xn>c+§) <

n—oo

Fn(c—g)+1—Fn(c+g) U 04+1-1=0,

¢imz jsme dokoncili dikaz této véty.
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O

Uvedeme si nékolik protipiikladi, na kterych si ukazeme, ze implikace opac-
né k pravé uvedenym nemusi platit.

Priklad 5.3. Ukazeme, ze konvergence v pravdépodobnosti neimplikuje konver-
genci skoro jisté. Méjme prostor (2 = [0, 1], A = B(?), P = \). Kazdé ptirozené
¢islo mizeme jednoznacné zapsat ve tvaru 2" +m, kde m € {0,1,...,2" — 1}
a definovat

Xonym(W) = Xfwe(ma—n,(m+1)2-]},w € [0,1].

Napifklad, protoze 33 = 25 + 1, dostaneme X33(w) = X{we(2-5,2-1]}- Pak
pro kazdé e € (0,1) dostaneme P[|Xgnim| > €] = 27" — 0 pro n — oo. Tedy
X, £ 0. Aviak pro kazdé w € (0,1], X;(w) = 1 a X;(w) = 0 pro nekoneéné
mnoho rtznych j a tedy posloupnost X, nekonverguje skoro jisté.

Priklad 5.4. Ukazeme, ze konvergence v pravdépodobnosti neimplikuje kon-
vergenci v L,. Mé&jme prostor (2 = [0,1], A = B(Q), P = \). Kazdé pfirozené
¢islo mizeme jednoznacné zapsat ve tvaru 2" + m, kde m € {0,1,...,2" — 1}
a definovat

X2n+m(W) = 2”X{we((m_1)27n,7n2—n]},w < [O, 1]

Pak opét pro kazdé ¢ € (0,1) dostaneme P[|Xonyn,| > €] = 27" — 0.
Tedy X, 5 0. Nicménd, E[Xanim — 0] = 27P[Xonym = 27] = 20277 = 1
a tedy posloupnost nekonverguje v L1, tedy to nemiize konvergovat ani v vyssich
L,,p>1

Priklad 5.5. Ukazeme, Ze konvergence v L, neimplikuje konvergenci v L, pro
p > g > 1. Méme prostor (2 = [0,1], 4 = B(Q),P = \). Kazdé prirozené
Cislo muzeme jednoznacné zapsat ve tvaru 2™ 4+ m, kde m € {0,1,...,2" — 1}
a definovat

X2"'+m(w) = 2n/2X{we((m—1)2_",'m2_"]}7w € [Oa 1]

Pak E|Xon ., — 0] = 2/2P[Xon,,, = 2" = 27/227" a tedy posloupnost
konverguje v L;. Nicméné, pro p = 2 mame E[Xan ., — 0|2 = 22(?/2)2—7 =1
tedy posloupnost nekonverguje v Lo.

Priklad 5.6. Ukazeme, ze konvergence v distribuci neimplikuje konvergenci
v pravdépodobnosti. Necht X ~ N(0,1)a X,, := —X,n € N. Tedy X,, ~ N(0,1)
pro kazdé n € N. Tedy trividlné lim F,(z) = F(x) pro vSechna x € R. Tedy
D
X, = X.
Nicménég, P[|X,, — X| > ¢] = P[|2X]| > €] = P[|X| > ¢/2] # 0 (nezévislé na
n), tedy posloupnost X,, nekonverguje v pravdépodobnosti.

Véta 5.7 (o spojitém zobrazeni (CMT)). Necht X, X1, Xs, ... jsou d-rozmérné
ndhodné vektory a g : RT — R™ je spojitd v kazdém bodé mnoZiny C takové, e
P[X € C] = 1. Potom plat{
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o X, X = g(X,) T g(X);

e X, 5B X = g(X) D g(X);

1

¢ X, X = g(X,) D g(X).
Diikaz. Dokédzeme pouze prvni dvé vlastnosti. Nejdiive, necht X, konverguje
skoro jisté, potom ze spojitosti g mame, Ze vlastnost lim, ., X,(w) = X(w)
implikuje lim,,_, o0 g(Xy(w)) = g(X (w)). Potom Plw € Q : lim,, 00 9(Xp(w)) =
g(X(w))] = Plw € Q : lim,,y00 Xp(w) = X(w)] = 1, pfi¢emz posledni rovnost
plyne z definice konvergence skoro jisté.

K ditkazu druhé vlastnosti zvolme € > 0. Potom uvazujme pro libovolné
0 > 0 mnozinu

Bs:={xeR:JyeR:jz—y| <dA|g(z) —g(y)| > e}

konec 12. prednasky (25.3.2025)
Ziejmé Bs — () pro § — 0. Potom mtiiZeme psat

P(l9(X0) = 9(X)| = €) = P(lg(Xn) — g(X)| 2 e N[ Xy — X| > 6)+

Jelikoz & bylo voleno libovolné, plati P(X € Bs) '2°0a P(X,—X|

¢imz jsme dokéazali konvergenci v pravdépodobnosti. O

P(lg(X,) — g(X)| > en|X, — X| <8) < P(IX,, — X| > 0) + P(X € By).
>4

- L, = - L -

Poznamka: z X,, = X nutné neplyne g(X,) = g(X).

Dal$im vyznamnym tvrzenim teorie pravdépodobnosti je takzvanda Slutského
véta (v anglické literatufe se také pouzivd nazev Cramer-Slutského véta).

Véta 5.8 (Slutského véta). Pokud X, 2 X aVy, 5 c € R, pak X, +Y, 2 X +c
D
a X, Y, = cX.

Diikaz. Dokazeme pouze vyrok pro soucet, ¢ast pro soucin se dokaze analogicky.

Meéjme x € R bod, v némz je spojita distribucni funkce veliciny X +c. Potom
x — ¢ je nutné bodem spojitosti distribu¢ni funkce Fx. Zvolme n > 0. Potom
existuje g9 > 0 takové, Ze |Fx(x —c) — Fx(x —c —¢)| < 3 pro kazdé |e| < «o.

Jelikoz Fx je distribucni funkce, ma nejvyse spocetné mnoho bodu nespoji-
tosti. Dokédzeme tuto vlastnost. Necht tedy D je mnozina bodi nespojitosti Flx.
PakVy € D: Fx(y—) < Fx(y*), tedy existuje raciondln{ ¢islo g, € Q takové, ze
Fx(y-) < qy < Fx(y™). Jelikoz Fx je neklesajici, pak y # z € D = ¢y # q..
Tedy zobrazeni y — ¢, je prosté.

7 toho mame, ze v kazdém okoli bodu = — ¢ mtizeme nalézt vlevo i vpravo od
x — ¢ néjaky bod, v némz je Fx spojita. Z definice spojitosti existuje 0 < € < gg
takové, ze F'x je spojitdi vae —c+eivax—c—e. Potom

P(Xp+Y, < 3) = P(Xp+Y, < 2n|Y,—c| < &)+P(X,+Y, < 2N|Y,—c| > ¢) <
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PX,+c<z+en|¥,—c<e)+P(|Y,—c|>¢) <
PX,<z—c+e)+P(|Y,—c|l >e).

Jelikoz F'x je spojitd v bodé x —c+ea Y, it ¢, existuje n; € N takové, ze
pro viechna n > ny plati P(X,, <z —c+¢) < P(X,, <2 —c)+ & a zdroven
P(]Y, —¢| > €) < 3. Dohromady pro n > n; mame

2
P(Xn—l—Yngx)SP(XSx—c—i—a)—i—gngP(XSx—c)—i—n.

Opadcnd nerovnost se dokéze analogicky. Pro n > max{ni, ny} dohromady mame
PX+c<z)—-n<PX,+Y,<z)<PX+c<z)+n.
Jelikoz i > 0 bylo voleno libovolné, véta je dokazana. O

Z této véty okamzité plyne nésledujici dusledek (nebot konvergence v prav-
dépodobnosti implikuje konvergenci v distribuci, viz Véta 5.2, vlastnosti (iv)

a (v)).
o P P P
Dauasledek 5.9. Pokud z,, -+ a € R a Y,b € R, potom X, +Y, = a+b
P
a X,,Y,, — ab.

Jesté budeme potrebovat nasledujici vétu, ktera ekvivalentné charakterizuje
konvergenci v distribuci, jeji dikaz je vSak aktualné nad nase schopnosti.

Véta 5.10 (Lévyho véta o spojitosti). Plati X, B X vz, () — ¢ ¢(f) pro
v$echna T € R

Ukéazeme si explicitni vyjadreni charakteristické funkce norméalniho rozdéle-
ni.

P¥iklad 5.11. Necht X ~ N(u,0?). Potom plati
: L 5
wx(t) = exp it — 5 e 5.

Diikaz. Nejdiive uvazujme X ~ N(0,1) standardni normalni rozdéleni. Potom

px(t) = Elexp{itz}] = E[cos(tx)] + iE[sin(tx)] =

/OO cos(tx)dPx —i—i/oo sin(tz)dPx = E[cos(tX)],

— 00 —0oQ
kde posledni rovnost plyne z faktu, ze sin je licha funkce, a tedy prislusny integral
je nulovy. Zderivujeme ¢x (t) s pouZitim majoranty x.

d > < 1 x2
&cpx(t) = —/ xsin(tz)dPx = —/ xsm(tac)ﬁ exp {—2} dr =

— 00 — 00
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"2 [ sin(te) fx (1)) — /Oo t cos(tz) fx (x)dw = —tE[cos(1X)].

—0o0
Dostali jsme, Ze L ox(t) = —tox(t). Tato diferencidlni rovnice s podtecni
podminkou ¢x (0) = cos0 = 1 mé jediné Teseni px (t) = exp {f%}

Potom pro Y = u+0X (Y ~ N(u,0?)) dosadime a aplikujeme vysledek pro
standardni rozdéleni, dostaneme

¢y (1) = Elexp{itY}] = Elexp{it(n+ o X}) =

1
exp{itu} - Elexp{i(to) X} = exp {itu — 202t2} .
0
konec 13. predndsky (31.5.2025)

Definice 5.12. Posloupnosti nezdvislych ndhodnych velicin rozumime posloup-
nost ndhodnych veli¢in {X,},en takovou, ze pro kazdou J C N, |J| < o0
a vsechna {z;};cs plati

F{Xj}jel({xj}jef) = H FXJ (.%‘j)
jeJ

Definice 5.13. {X,, }nen je posloupnost nezdavislijch stejné rozdélengch ndhod-
nych velicin (IID), jestlize to je posloupnost nezdvislych ndhodnych veli¢in ma-
jicich stejnou distribué¢ni funkci.

Tyto definice lze celkem snadno pfepsat i pro ndhodné vektory (cviceni).
Véta 5.14 (Slaby zakon velkych éisel). Jestlize { X, }nen je IID posloupnost
ndhodnych velicin a E|X1| < co, pak

_ 1 & p
X, = — X, — EX;.

— 00
Diikaz. Rozvineme komplexni exponencidlu do Taylorova rozvoje do prvniho

fadu. Plati ¥ = 1+ ity + o(t) pro viechna y € R. Potom E[e"Y] = 1 +itEY +
o(t). Déle muzeme pocitat

vx, () =1y x, () =psx(t) = (W%(ﬂ)n = (sOX1 (t>)n =

(E[e”i“])” - (1 + %]EXl +o <2)>n

Pro n — oo dale mame

lim ¢ () = lim (1 + EIEXl +o (t)) = lim (E[e"EX1/n]))n
n n

n—o0 n—oo n—oo
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lim (eitIEXl/n)n — eit]EXl = QEx, (t)

n—oo
7Z Lévyho véty (Véta 5.10) tedy dostévame konvergenci X, B EX, v distribuci.
Déle vyuzijeme faktu, ze jestlize posloupnost konverguje v distribuci ke konstan-
té, potom mame i konvergenci v pravdépodobnosti, ¢imz je diikaz ukoncen. [

Jestlize konvergenci v pravdépodobnosti nahradime konvergenci skoro jis-
té, dostaneme silny zdkon velkych ¢isel. Jeho dikaz je vsak nad ramec tohoto
kurzu. Kdybychom predpokladali, ze Var X; < oo, pak tvrzeni plyne okamzité
z Cebysevovy nerovnosti (Véta 4.3).

Véta 5.15 (Centréln limitn{ véta). Pokud {X, }nen je posloupnost IID ndhod-
nyjch velicin s EX? < oo a Var X1 > 0, pak

Xn_EXI D
L 3 Z ~ N(0,1).
\/V&I‘Xl ( )

Jingmi slovy, pro vsechna x € R,

Zn =1

¢ 1 —t2
i <zl = = 2 dt.
nh—{%oP[Z" <z] = ®(x) /_OO me > dt

Zkrdcené tedy mdme Zy, EaS N(0,1).
n—oo

Diikaz. Tentokrat budeme potiebovat rozvoj exponencialy do druhého radu. Je
. . 2 .
tedy etV = 1—|—ity+%—|—o(t2). Potom také E[e®Y] = 1+#tEY — %EYQ—FO(tQ).
Definujme Y, := ()(7{];7\/%11)' Pak EY,, =0,VarY,, =1 a plati
1 & 1 & _ X, -EX;
— Yi=vn| — Y, | =vnY, =vVn— =: 7,
\/ﬁ; f(nl_zl ) vn v v/ Var X;

pro kazdé n € N. Déle mizeme pocitat
n t n
¢z, (t) = oy ﬁyi(t) = 90%(’5) = @Yl% =

it 12 2\ \" 12 £2\\"
1+ —EY; — —EY;? =(1-2 v
<Wﬁ o *(n» ( 2n“<n)>’

nebot EY; =0 a ]EYl2 = VarY; = 1. Jelikoz e¥ = lim,,_, (1 + ﬂ)n, dostavame

n

2\"
lim <pth = lim (1 — 2) —e 3t = pz(t),

n— o0 n— 00 n

kde Z ~ N(0,1). Z Lévyho véty (Véta 5.10) je konvergence charakteristickych
funkei ekvivalentni konvergenci v distribuci, ¢imz je dikaz ukoncen. O
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Nésledujici véta ndm umozni zformulovat mnohorozmeérnou verzi centralni
limitni véty.
Véta 5.16 (Cramér-Woldova véta). Plati X, B x prdvé tehdy, kdyz pro vech-
nat e RY platffTXn By,
Diikaz. Dlkaz plyne okamzité z Véty 5.10 a spojitosti linearnich zobrazeni. [
Véta 5.17 (Mnohorozmérna CLT). Pokud {X,}nen je IID posloupnost d-

rozmérnych ndhodnijch vektori s pozitivné definitni variancni-kovariancni ma-
-
tici Var X1, pak

\/H(X:n —EX)) B Ny (0, Var X1),n — .

Véta 5.18 (Delta metoda). Pokud /n(Y, — p) e N(0,0%) a g je spojité
diferencovatelnd v okoli p takovd, Ze g'(u) # 0, pak

Vi(g(Ya) — g(1) B N0, (¢ (1)) %0?).

Diikaz. Podle véty o stfedn{ hodnoté dostavame g(Yy,) = g(u) + ¢'(2) (Ve — 1),
kde fi lezi mezi Y, a p. Kdyz n(Y, — p) 2 N(0,02), potom Y, — p = 0. Pak
tedy 1Y, — £ 0. Jelikoz | — p| < Y5, — pl|, musi platit, ze i — p £0. Dle
véty o spojitém zobrazeni (Véta 5.7) dostédvame ¢'(f) £ g(u) (predpoklddame
spojitost ¢’).

Déle muzeme dosadit +/nlg(Y,) — g(p)] = ¢ (2)v/n(Y, — p). Nakonec, ze
Slutskézho véty (Véta 5.8) mame (vyuzili jsme predpoklad, ze /n(Y, — p) 3
N(0,0%))

Valg(Ya) — g(u)] 2 N(0,[g' (n)]20?).
O

Obdobneé se da zformulovat i mnohorozmérné delta-metoda (za predpokladu
nenulovosti jakobidnu g).
konec 14. prednasky (1.4.2025)
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6 Statistické uceni

V této kapitole se budeme vénovat zakladim matematické statistiky, coz je
obor, ktery bude stfedobodem nasi pozornosti po cely zbytek semestru. Zacne-
me formalizaci pojmu tykajicich se opakovaného provadéni experimentu a cha-
rakterizaci statistickych modeli.

Definice 6.1. Pokud jsou Xi,..., X, nezavislé a kazdd ma stejné marginal-
ni rozdéleni a distribu¢ni funkci F', ¥ikdme, ze Xi,..., X, jsou IID (nezdvislé
a stejné rozdélené) a piseme

11D
Xy,..., X, ~ F.
Takové X1,..., X, nazyviame ndhodny vybér velikosti n z F.
Obecné si predstavujeme méritelnd zobrazeni X, ..., X,. V praxi vSak vét-

Sinou dostaneme pouze redlné ¢isla X;(w) pro pro jedno konkrétni w € Q. Moz-
né rozdéleni téchto ndhodnych velicin budeme modelovat pomoci takzvanych
parametrickych modeld, tedy mnozin F rozdéleni, jez se daji parametrizovat
koneénym poctem parametri.

Piiklad 6.2 (Normélni model).

-F:{f(x;u,az): 21 exp{—W},ueR702>0}.

7('0'2 20
Takova data pochézi z normélniho rozdéleni se dvéma parametry p a o2.
Vsechny parametrické modely muizeme obecné zapsat ve tvaru

F={f(0):0c6 CR%}.

V dalsim textu budeme vyuzivat nasledujici znaceni:

Py[X € A] := /Af(m;ﬁ)dx;

Eolg(X)] = / o) (x:6)dz.

Velkou skupinou modeli jsou také neparametrické modely, ktery nemuizeme
parametrizovat koneénym poctem parametru. Napiiklad, celou funkci hustoty
muzeme povazovat za nekonec¢nédimenzionalni prostor. Uvedeme si jeden priklad
takového neparametrického modelu.

Priklad 6.3 (Model Sobolevova prostoru).

F={r: [y < ).

Data pochézi z rozdéleni s neptilis “vInitou” hustotou.
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Definice 6.4. Bodovy odhad 0, parametru 6 je méritelnd funkce ¢t ndhodnych
velic¢in Xq,..., X,:

0, =t(X1,...,Xn).
V této definici pfedpoklddame, Ze 0 je pevné ale nezndmé realné ¢islo (vek-
tor). AvSak ziskany odhad 6, je sice ndhodnd veli¢ina, ale umime ji presné
charakterizovat.

Definice 6.5. Odhad 6, je nestranny, pokud E[én] = 0 pro vsechna n € N.

Vychgleni odhadu definujeme jako bias(6,,) := E[f,,] — . Odhad je konzistenins,
jestlize 0, o pro n — oo.

V dnesni dobé je diky vyvoji vypocetni techniky nestrannost vice upozado-
vana, vetsi duraz proto klademe na konzistenci modelu.

Definice 6.6. Rozdéleni odhadu 6, nazyvame vybérové rozdeleni. Standardni
odchylku 0, nazyvame standardni chyba se(én) =/ Varf,.

V téchto piipadech je standardni chyba se nezndm4 veli¢ina (parametr), ale
obvykle ji mizeme odhadnout. Takovou odhadnutou standardni chybu znacime
se.

Piiklad 6.7. Mé&me Bernoulliho nahodny vybér X, ..., X, '~ Be(p) a pa-

rametr p € (0,1). Potom miizeme uvazovat odhad

a z toho ziskdme odhad standardni chyby (diky nezévislosti a stejné rozdélenosti

méme Var(p,) = @). Jelikoz presnd hodnota p je nezndmd, musime tento
parametr také odhadnout, proto

S(fn) = \/’T‘p)

Definice 6.8. Kvalitu bodového odhadu muzeme posuzovat pomoci stredni kva-
dratické chyby R R
MSE(,,) := Eqg[0,, — 6]
Megjme na pameéti, ze [y se v pripadé nezavislych a stejné rozdélenych X;
vztahuje k ocekdvané hodnoté vzhledem k rozdéleni

n

F@r, s 0) =[] £(i:0).

i=1

Véta 6.9 (Rozklad stiedni kvadratické chyby). Mé&me odhad 0,,. Pak vidy plati
MSE(#,,) = bias*(0,,) + Var(f,,).
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Diikaz. Rozepsanim definice dostavame

MSE[d,] = Eq[f,, — 0]* = Eq {[én — Ef, +Ed, — o]?}

Ey {[én — B, — 26, — EO,][Ef, — 6] + [Ef, — 912} =

= Var(,,) + bias*(6,,),
kde posledni rovnost plyne z toho, ze druhy sc¢itanec je nulovy, coz plyne z li-

nearity stfedni hodnoty. O

Véta 6.10 (Postacujici podminka pro konzistenci). Necht plati bias(6,) — 0
a Var(6,) — 0. Potom plati 0,, je konzistentni.

Diikaz 7 Véty 6.9 dostavame, ze MSE(6,) = Eg[, — 0]> — 0. Z definice Ly

konvergence dostavame, ze 6, L g, Zbytek dostavame z faktu, ze Ly konvergence
implikuje konvergenci v pravdépodobnosti. O

Priklad 6.11. M¢&jme stejnou situaci jako v Prikladu 6.7. Jelikoz nas odhad je
nestranny (E(p,) = p) a Var(p,) = @ — 0 pro n — oo, dostdvame diky

Véts 6.10, 7e pn - p.

Definice 6.12. Odhad 6, parametru 6 se nazyva asymptoticky standardné nor-
malni, jestlize pro n — oo plati

n

se(6y,)

>
>

B N(0,1).

Definice 6.13. (1—«)-interval spolehlivosti (konfiden¢ni interval) pro parametr
0 je interval C, = (a,b), kde ¢ = a(X1,...,X,) a b = b(Xy,...,X,) jsou
meéritelné funkce dat takové, Ze pro vSechna 6 € ©

P9[9€Cn] =1—-o.

Asymptoticky (priblizny) (1 — «)-interval spolehlivosti pro parametr 6 je interval
C,, takovy, ze pro vsechna 6 € ©

lim PlfeCy]l=1-a.
n— o0

Tato definice fiké, Ze interval C,, zachyti 6 s pravdépodobnosti (piiblizné)

1 — a. Tento parametr nazyvame pokryti intervalu spolehlivosti (CI). Interval

spolehlivosti je ndhodnd veli¢ina, i prestoze 6 je pevné deterministické. Pro

vicerozmérné prostory uvazujeme kouli/elipsoid spolehlivosti (ale toto rozsifent
je komplikovangjsi, protoze na R?, d > 1 neexistuje vhodné uspoiadani).

konec 15. prednasky (8.4.2025)
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Piiklad 6.14 (Interval spolehlivosti a normalita). Mé&jme stejny setup jako

v Prikladu 6.2, tedy X1,..., X, gty N(u,0?) aparametr 4 € R je nezndmsgj a ma

byt odhadnut (bodovy odhad a konfidenén{ interval), o2 > 0 je piedpokldddno
zZndmeé.

Nezéavislost a stejna rozdélenost ndm poskytuje moznost pracovat s mnoho-
rozmérnym vektorem X = (X1,..., X)) ~ (4, ..., )T, 02L,).

Uvazujme bodovy odhad i, = %2?21 X; = X,,. Tento odhad je konzis-
tentni, coz plyne ze zdkona velkych ¢isel 5.14. Z linearity normélnich rozdéleni
dostévame /n(f, — p)/o ~ N(0,1).

Necht ug := ®71(3) je B-kvantil (3 € (0,1)) standardniho normélniho roz-
délen{ a necht Y = \/ﬁ% Potom

Pl—ui_q/2 Y Suy_qp2] = PlY <ui_qy2] — PlY < —ui_q)2] =

pro vSechna n € N a p € R. Ve druhé rovnosti jsme pouzili vlastnost ug =
—uy_g, kterd se snadno ovéfi primym dosazenim do definice distribu¢ni funkce
norméalniho rozdéleni.

Jednoduchymi algebraickymi tpravami ziskdme nerovnost pro u (zapiSeme
to rovnou ve tvaru intervalu):

_ [o2 _ o2
e (Xn — ul_a/g — Xn + ul—oz/Q\/7> .
n n

Tento interval je 1 — « interval spolehlivosti pro hodnotu . Tedy s pravdépo-
dobnosti 1 — « lezi hodnota p v tomto intervalu.

Pro vypocet také muzeme pouzit centralni limitni vétu, v tomto pripadé
dostaneme stejny interval spolehlivosti (s pozndmkou, Ze jde o piiblizny, tedy
asymptoticky interval spolehlivosti).

Zkoumejme délku ziskaného intervalu spolehlivosti. Z predchoziho prikladu
mdme délku 2u;_q/24/ %2 Poznamenejme si, ze s klesajicim « (povolend tole-
rance) roste délka intervalu. Taktéz roste délka intervalu s rostoucim rozptylem

0? a klesajicim rozsahem vybéru n. Méjme danou délku d. Kolik pozorovani
potiebujeme, abychom ziskali interval spolehlivosti uzsi nez d? Vychazi

4u? o2
n> {ZO;/QJ 1.

Véta 6.15 (Interval spolehlivosti zaloZeny na normalité). Predpoklidejme, Ze

0., je asymptoticky standardné normdini odhad parametru 6 a $&(6,,) je konzis-

tentni odhad se(0y,), tj. $¢(6,) — se(0y) 50 Necht U1_q/2 je (1 — a/2)-kvantil
standardniho normdlniho rozdéleni a

Cn = (071 — Ul_a/géé(én), 0n + Ul_u/gs/é(én)> .
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Pak
n— o0

PQ[HECH] - 1—aqa.

Diikaz. Z definice asymptoticky standardné normélniho odhadu mame

bn —0 1 N(0,1)
se(0n,)

a mame konzistentni odhad standardni chyby odhadu
A A\ P
se(0, H) —se(6,) = 0.

Ze Slutského véty (Véta 5.8) dostavdme YV := ge’zge) Rt N(0,1). Potom jiz

plati

lim Pl—uy_q/2 <Y <ui_q)2] = P(u1-a,) — (/) =1 — o

n—oo

O

Neformalné zapisujeme 6,, = N(6,se(6,,)). Piiblizné plati pro 95%-intervaly
spolehlivosti o = 0.05 a ug.975 ~ 1.96 ~ 2 vedouci k explicitnimu intervalu
spolehlivosti 6, + 25¢(6,,).

Priklad 6.16. Pokracujeme v Prikladu 6.11. JiZ jsme spocitali p,, KA D, se(Pn) =
v p(1 —p)/nase(pn) = /Dn(l — Pn)/n. Ze Slutského véty pak mame se(p,,) —
se(Pn) £o.

7 centrdlni limitni véty dostavame, ze S’Z’E;p) BN (0,1). Déle opétovnym

pouzitim Slutského véty ziskame S’%’&;p) BN (0,1). Tedy z predchozi véty

Pn £ Ul—a/2 ﬁn(l 7ﬁn)/n

je asymptoticky (pfiblizny) (1 — «)-interval spolehlivosti pro p.
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7 Statistické funkcionaly

Necht Xi,...,X, je IID ndhodny vybér z F s rozsahem vybéru n. Chceme
odhadnout F' jejim empirickym protéjskem.

Definice 7.1 (ECDF). Pro z € R definujeme

1 n
= " Z X{X;<z}-
1=1

Takto definovand empirickd distribucni funkce spliiuje vSechny vlastnosti
normalni distribu¢nich funkei a prirazuje vahu % kazdému pozorovani X;. Tak-
téz ECDF muzeme definovat jako relativni cetnost X mensich nebo rovnych
pevnému z, to znamena 1[{X; < z}|.

konec 16. prednasky (14.4.2025)

Véta 7.2 (Bodové vlastnosti ECDF). Pro libovolné pevné x € R,
(i) E[Fu(@)] = P@);

(ii) var[ (« )} _ F@Q-F@))

F n
(iii) MSE( ):M—)Opmn—)oo;
(i) Fn(X) £ F(x) pron — oo.

Diikaz. Plati E [ﬁn(x)] —E[LYT  Xxicn] = 1Y, PIX < 2] = F(z).
Tim jsme dokézali prvni vlastnost.

Déle plati Var {Fn(x)} =Var [ 3" Xix,<a}] = 72 2oiq Varlxqx,<a}] =
Sy [Ex? = (EX)?] = 5 0 (F(e) — F(e)?) = HEUEEEL dmz jsme
dokazali druhou vlastnost.

K dtkazu tfeti rovnosti si uvédomime, ze diky jiz dokdzané vlastnosti (i) je

bias(F,(z)) = 0 a tedy MSE (Fn(a:)) = Var {Fn(a:)}
Nakonec, diky zdkonu velkych ¢isel (Véta 5.14) mame

R 1 n P
Fo(z) = o ZX{Xigz} — ]E[X{Xlgz}] = F(x).
i=1

O

Definice 7.3. Funkciondl je zobrazeni T : F — R, kde F je néjakd mnozina
funkci.

Definice 7.4. Statisticky funkciondl je zobrazeni T, které ptitadi rozdéleni Px
realné ¢islo.
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Muzeme také definovat vektorové funkciondly, sta¢i obor hodnot nahradit
R?. Uvedeme si nékolik piikladii statistickych funkcionali.

Priklad 7.5. Nasledujici operatory jsou statistické funkciondly:
o stiedni hodnota p = EX = [ 2dPx(z);
e rozptyl 0% = Var X = [(x — pu)?dPx(z);
o medidn F~1(1/2) = inf{z : Px((—o0,z]) > 1/2}.

Definice 7.6. Pokud T'(Px) = [ r(xz)dPx(z) pro néjakou méfitelnou funkei r,
pak T nazyvame linedrni statisticky funkciondl.

Motivaci této definice je fakt, ze takto definovany funkcional T je linearni ve
svych argumentech, jinymi slovy,

T(aPx +bPy +¢) =aT(Px)+bT'(Py) +c¢

pro a,b,c € R.
7Z predchoziho prikladu dostaneme, Ze stfedni hodnota a rozptyl jsou linearni
a medidn nen{ (neexistuje vhodnd méfitelnd funkce r).

Definice 7.7. Necht X1i,..., X, je ndhodny vybér z F' s rozsahem vybéru n,
kde X; : (%, A, P) = (R,B(R)) proi=1,...,n. Pak

. 1 — 1 —
Po(B) = > Xixiepy = 525&(3)
i=1 =1

pro B € B(R) se nazyva empirickd pravdépodobnostni mira.

Pravé definovany objekt je ndhodnd pravdépodobnostni mira, které mé dis-
krétni rovnomérné pravdépodobnostni rozdéleni (soucet Diracovych mér) na
nédhodnych bodech Xi,..., X,,, kde kazdy tento bod mé vahu %

Definice 7.8. Plug-in odhad nezndmého parametru 6 = T(Px) je 6,, := T(P,).

Myslenkou definice plug-in odhadu je nahrazeni neznamé pravdépodobnostni
miry jejim odhadem.

Ptiklad 7.9. Plati F,(z) = P,((—00,z]) pro z € R.

Definice 7.10. Empiricky (plug-in) odhad pro linedrni statisticky funkciondl
T(Px) = [r(z)dPx(x) je

T(B,) = / r(2)dBy (z).

Véta 7.11 (Vypocet plug-in odhadu pro linedrni statisticky funkcional). Pro
empiricky odhad linedrniho statistického funkciondlu T(Px) = [ r(x)dPx(z)
plati

T(P,) = 1 > r(Xi).

i=1
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Dikaz. Necht w € € je ddno. Z definice empirického odhadu linedrniho statis-
tického funkciondlu dostavame

7)) = [ r@)iPy(w)@) = [ (@) (;Zéxw(x)) -

n

£ RCTMEEES Sued®)

i=1 i=1

Priklad 7.12. Spocteme empirickou stfedni hodnotu. Mame p = T'(Px) =
[ xdPx () a tedy diky predchozi vété

fip = /xdpn(x) =X,.

Priklad 7.13. Spocteme empiricky rozptyl. Z definice rozptylu mame

Var X = 0% = T(Py) = / (@ — p)2dPy (z) = / 22dPy (x) — < / deX(as))Z.

ot = [aro) - ([ xdﬁn(x))z _

2
1 & 1 — 1 _
p Zizl X <n Zﬁl Xi) = o 2 (X = Xu).

i=1

Potom

P¥iklad 7.14. Spoéteme empirickou korelaci. Necht tedy Z = [X,Y]? a necht
p = T(Px,y)r) oznacuje ptislusnou korelaci. Mizeme psat

T(Px,yr) = a(Ti(Px,yir), To(Prx,y)r)T3(Pix v ) Ta(Pix y17 ) T5 (Prxyr),

kde
Tl(P[X,Y]T) = /de[X,Y]T(%y),
T2(P[X,Y]T) = /ydP[X,Y]T(vay),
T3(Px,yir) = /IydP[X,Y]T(I,y%
T.(Preyr) = [ Py (@),

T5(Pix,yyr) = /deP[X,Y]T(xa Y)
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ta—t1to
(ta—13)(t5—t3)
timto jsme opravdu ziskali vzorec pro dany funkcional. Nahrazenim distribuéni
funkce jejim empirickym protéjskem nakonec dostavame

Zi(Xi _Xn)(yl _Yn) )
VX = X2 X (Y - Ya)?

a zaroven a(ty,ts,ts,te,ts) = . Dosazenim se snadno ovéri, ze

p=

Tuto veli¢inu nazyvame vgberovou korelact.

Definice 7.15. Pfipominka: pro p € (0, 1) definujeme p-tg kvantil jako T'(F) =
F~Y(p) = inf{x : F(z) > p}.
Nyni definujeme

T(Fn) = Fn_l(p) = inf{z : Fn(x) > p}
a tento objekt nazyvame p-ty vgjbérovy kvantil. Obdobné definujeme vgbérovy me-
didn jako F;;*(1/2). Navic mezikvartilové rozpéti T(F) = F~'(3/4) — F~'(1/4)

Ize odhadnout pomoci vgbérového mezikvartilového rozpéti T(F,) = F;'(3/4) —
FoH(1/4).
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8 Parametricka inference

V této kapitole se budeme vénovat problému odhadovani parametru tak, aby
ziskané rozdéleni co nejvhodnéji pasovalo na experimentalni data. Hlavnim ob-
jektem zkouméani bude rodina parametrickych modela

F:={f(-.0):0 6 CRY,

kde © je parametricky prostor a 6= (61,...,04) je parametr.

Je zrejmé, ze ne kazdy model je schopen pokryt vSechna moznd rozdéleni
vyskytujici se v prirodé. Musime proto aproximovat a umét dobie odhadnout,
kdy mame “dost dobry” odhad. Budeme se zajimat o odhad néjaké funkce T'(6).
Napiiklad pro X; ~ N(u,0?), pokud nasim parametrem zajmu je p, staci volit
T(0) = p a o2 se potom nazyva neiddouct/rusivy parametr.

Priklad 8.1. Pripomerime si, Zze ndhodné veli¢ina X m4 rozdéleni I'(a, p), jestli-
ze

aP
fx(z;a,p) = 2Pt exp{—ax}.
( ) ) {—ax}
kde a,p >0 a
I'(p) :/ Y leVdy.
0

Parametrem ve smyslu tvodu je tedy vektor 6= (a,p). Chceme-li spocitat
prumérnou délku zivota (coz je jedna z véci, k modelovani kterych se pouzivd
Gamma rozdéleni), dostdvame

* qPxP 1 e _ 'lp+1) »p
T = E—‘X = ax = p Y = —— = =
(a.p) =Eq /0 T(p)“ e al'(p) /0 yretdy al'(p)  a

V dalsim textu uvazujme ndhodny vybér Xy,..., X, rer
Piiklad 8.2. Uvazujme F = {F(u) : Ep¢,y = p A [p] < 0o rodinu modeli
s konec¢nou stredni hodnotou. Potom X, je konzistentni a nestranny odhad u
a X; je nestranny, ale ne konzistentni odhad pu.

Déle uvazujme F = {F(0?) : Varp(,2) = 02 < oo} rodinu modeli s ko-
neénym rozptylem. Potom 62 = n~ 13" (X; — X,,)? je konzistentni, ale ne
nestranny odhad 0% a S2 = (n — 1)7! 3" (X; — X,,)? je konzistentni a ne-
stranny odhad o2.

konec 17. prednasky (15.4.2025)

Piiklad 8.3. Necht F = {Po(\),\A > 0} a § = P[X; = 0] = e~*. Potom
0, =n 1Y ", X{x,=0} (relativni Cetnost nul v ptivodnich datech) je konzis-
it X

tentni a nestranny odhad . Zaroveii také 6, = (an) ' je konzistentni

a nestranny.
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Uké4Zeme si, Ze 6, je nestranny. Chceme dokéazat, ze Ef,, = 6. Mizeme psat

- 1 & 1 &
1Mn—Eln§:Mme]—HE:PW,—m—a
i=1 =1

Obdobné ukézeme konzistenci tohoto odhadu, tedy, ze 0, — 0. Diky slabému
zédkonu velkych ¢isel (Véta 5.14):

0, 5 Elx(x,—0}] = P[X1 = 0] = 6.

Déle pro odhad f,, miizeme psét (pouzivame oznacent X =Y)

2 X s Yy
~ n—1\==! Z n—1\7 (nA\)Y _
9” < n ) y=1 ( n > ‘

y!

-n - (n_l)/\y —
SIS

kde prvni rovnost plyne z toho, Ze soucet n IID poissonovskych nahodnych
veli¢in s parametrem A je opét poissonovska ndhodna veli¢ina s parametrem
nA. K dikazu konzistence zlogaritmujeme nas odhad, dostaneme

~ n -1 _ 1 n
log f, = <§ in> log —— = X, log (1—) LY
n n
i=1

Limitni pfechod jsme ziskali diky Slutského vété (Véta 5.8). Déle z véty o spojité

transformaci (Véta 5.7) aplikované na funkci t(z) = e* dostavame, 7e 6, £o.
Ve specidlnim pifpadé 6 = e~2* jediny nestranny odhad je (—1)*1, ktery ale
nikdy nedosahne pfipustné hodnoty e=2*.
Skutecné, necht existuje nestranny odhad parametru 6 € (0,1). Ozna¢me ho
0, = T(X1,...,Xp). Z definice nestrannosti musi platit, ze ET'(X4,...,X,) =
0. Potom plati

> AT predpoklad
0=E Z T(x)—'e_A B 72
=0 €.

7 toho vsak plyne, Ze

S SRR o S Vi
D T =et =
=0 :

a tedy T'(z) = (—=1)* (rovnost mocninnych fad).

Déle se budeme vénovat takzvané momentové metodé. Jedna se o univerzalni
techniku ziskani odhadt, ktera vsak ale nemusi poskytnout ten nejlepsi mozny
odhad. Casto ji napiiklad vyuzijeme jako startovaci bod pro dalsi iterativni
numerické metody.
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Definice 8.4. Definujeme k-t necentrdlni moment jako
iy = 1 (0) = Egx* = / o fx (2, 0)dPx

a k-ty vigberovy moment jako
1 n
- 2 : k
i=1

Definice 8.5. Odhad metodou momentu 5n je definovan jako hodnota é: pro
kterou plati
Mll (Qn) = ﬂ/17 R 7”&(971) = ﬂél
Alternativné bychom mohli pouzit centrované k-té momenty spolu s jejich
empirickymi protéjsky.

Piiklad 8.6. Necht X1,...,X, '~ Be(p). Pak 1 = E,X; = p a fi} = X,.

Rovnost téchto dvou hodnot nam dava odhad

a je to opét stejny plug-in odhad.

Priklad 8.7. Necht X,..., X, '~ N(u,02). Pak y} = E(,,2)X1 = pra iy =

E(.00 X7 = Var(, sigma2) X1+ (E(u,02)X1)? = 024 p*. Musime vyTesit soustavu
rovnic

e
ﬂi+&§:%i)@2.
i=1

Resenim této soustavy je i, = X, a 62 = 237" (X; — X,,)%
Je dulezité si poznamenat, ze nékdy si nevystacime s prvnimi d momenty,
naptiklad, pokud je nase teoretické rozdéleni symetrické okolo nuly.

Piiklad 8.8. Necht X1,..., X, '~ T'(a,p), kde

aP

L'(p)

kde a,p > 0 a I'(p) = fooo yP~le Ydy je Gamma funkce. Pak, odhady momen-
tovou metodou

fX(xvaap) = xp—le—acc7x >0,

X, X3
an— ~9 a pn— ~9
UTL Jn
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jsou konzistentni a AN.
Skutecné, mame

p
i (a,p)

=E@upX1 =~
Ha ( ) E(a,p)

Staci tedy vyresit soustavu

m:ZX i (@,

iy = ZX2 o

—ar __

* 5 ar p—1
= r*——aP e
/0 L'(p)

a’T'(p+2) (p+1)p
C(p)art? —  a®
_b.
d?
_(@+Dp
az

Jejim feSenim jsou pravé vyse uvedené odhady.
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A Ukazkova zapoctova pisemka — Varianta A

Priklad A.1. V Sesti urnach mame v kazdé 10 micku. V jedné urné je osm
¢ernych, ve dvou urnach je po péti ¢ernych a ve tfech urnédch je po k cernych.
Zbylé micky jsou bilé.

(a)

Necht k = 3. Z ndhodné vybrané urny jsem s vracenim vytahli dva micky,
oba bilé. S jakou pravdépodobnosti bylo v urné pét ¢ernych micka?

Necht V; je uddlost, Ze byla vybrdna urna s © bilymi micky, H je uddlost,
Ze oba vytazZené micky jsou bilé. Z Bayesovy vety (Véta 1.15) mdme, Ze
P(Vs|H) = P(H|Vs) 553 . Ddle mame, ze P(H|Vs) = (3)” =1 a P(V5) =
% = % Nakonec spocteme

-~ (03 () 42 () 5

_1.1.200 _ 50

Dosazenim do vyse uvedeného vzorce dostdvame P(Vs|H) = ;-5 %= = 507
Kolik musi byt k, aby pravdépodobnost vytazeni ¢erného micku z ndhodné
vybrané urny byla %

Vyuzijeme vétu o uplné pravdépodobnosti (Véta 1.14). Necht B, W jsou jevy,
Ze jsme vytdhli cerny/bily micek a A; reprezentuje jev, Ze byla vybrina i-td
urna. Plati

1 n
5 =PlB] = ;P[B\AAP[AA = P[B|A;]A; +2 - P[B|As]As +

6 E=15 2%55=5
2 1 k  6+k
-P[B|A4P[Ay] = —+ -+ — = ——
M 576" 20 20
3.k 1_k

10 6 — 20
.

1
Vyresenim této linedrni rovnice dostdvime, Ze k = 4.

Necht k = 2. Nahodné vybereme jednu urnu, kterou vynechame, ze zbylych
nahodné vytdhneme po jednom micku. Jaka je pravdépodobnost, ze vSechny
vytazené micky jsou bilé?

Necht'V; je uddlost, Ze byla vyrazena i-td urna. Potom necht W; je uddlost, Ze
byl vytazZen bily micek z i-té urny. Jevy W; jsou navzdjem nezdvislé a zdaroven
jsou nezdvislé jevy W; a Vi pro i # j. Oznacme hledanou pravdépodobnost
P, mizeme psat

P=3pvy (TLPov) ) = : ((ﬁ)) (;)) ;

i=1 i
2(2 5 8\ 3(2 (5)7 (8\7) 34
6 \ 10 10 10 6\ 10 10 10 625
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Priklad A.2. Ndhodnd veli¢ina Y ma spojité rozdéleni s hustotou

36*3y,y > 0;
Frly) = {O,jinak.

Definujeme U := [Y] a V := [Y] = Y (tedy horni celou a frakciondln{ ¢ést V).

(a) Urcete rozdéleni ndhodné veliciny U.
Zrejme pujde o diskrétni rozdéleni, kde pro u > 1 budeme mit
u

PlU=ul=Plu—1<Y < :/ 3e”Wdy = e73u(e® — 1).

u—1

(b) Urcete rozdéleni ndhodné veli¢iny V.
Tentokrat pujde o spojité rozdélent, spocteme jeho distribucni funkci. Pro
v € (0,1) mdme

e —1
e3—1"

&) t [eS)
Fy(v) =PV <v] = Z/t 3e dy = Ze‘3t(63” -1) =
t=1v'"Y t=1

Pro v <0 je Fy nulovd, pro v > 1 mdame Fy(v) = 1.

(c) Spoctéte E(Ye ™ —1).
Vyuzijeme pravidlo liného statistika (Véta 3.5) s transformaci t(y) = ye™Y,
dostaneme

0o 00 3
E(Ye™) = / (ye ¥ - 3e™%) = / Sye W = —.
0 0 16

S vyuZitim linearity stiedni hodnoty dostaneme E(Ye ™ — 1) =E(Ye ™) —
1=-1,
16

P¥iklad A.3. Néhodny vektor (X,Y)T m4 spojité rozdéleni s hustotou

ay, -l <z < -1,0<y<z?
flay) =9 "
0, jinak,

kde a € R je vhodna konstanta.

(a) Urcete a € R.
Plati, Ze integrdl hustoty pres celj prostor je roven 1. MiZeme tedy psdt

1 z?
1= / / aydydx = 2.

Tedy a = 5.
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(b)

B

Urcete margindlni rozdéleni a stfedni hodnotu ndhodné veliciny X.
Plati pro x| < 1 (jinde je hustota nulovd)

z? 4
fx(fc>=/Rf(wvy)dy=/o 5ydy=5%,

ddle spocteme

[

E[X] /1 a:fX(x)d:c/l 5? = 0.

-1 -1

Uréete P(0 < X < V2Y).

o v /] o s, o 2 o ’ _ 2 1 2
Nalezneme prisecik grafi funkciy = x° a x = /2y. Mdme y = z* = 52°,
tedy grafy téchto funkci se protnou pouze pocditku a jinde je hodnota druhé
funkce ostre mensi neZ hodnota prvni. PoZadovand podminka je splnéna
pro hodnoty (z,y) € R?, které se nachdzi mezi témito dvéma parabolami.

Mizeme tedy integrovat
1 3?2 3
P(O<X<\/2Y):/ / Sydydr = —.
0 Jiax2 8

Spoctéte kovarianci velicin X a Z, kde Z = XY. Dle zndmého vzorce mdme
Cov(X,XY) =E(X-XY)-EXEXY = E[X%Y|-EXEXY . Opét s vyuZitim
pravidla liného statistika muzZeme integrovat

10

1 x?
Cov(X,XY) = / / z%y - bydydr — 0 = —.
~1Jo 27

Rozhodnéte, zda jsou veli¢iny X a Y nezavislé a své rozhodnuti zdivodnéte.
Ndhodné veliciny X a'Y nejsou nezdvislé, nebot

1 1 1 1
O—P[O<:c<§,y>1]7&P[O<x<§]P[y>Z],

jelikoz zjevné ani jeden z ciniteli na pravé strané neni nulovy.

Ukazkova zapoctova pisemka — Varianta B

Priklad B.1. Méame Sest truhel a v kazdé z nich je jedna stfibrnd mince. Do
jedné truhly vlozime tii zlaté mince, do dvou truhel dvé zlaté mince a do zbylych
t¥{ truhel po jedné zlaté minci (dohromady jsme tak dodali deset zlatych minci).

(a)

Z ndhodné vybrané truhly dvakrat tdhneme s vracenim. Jaka je pravdépo-
dobnost, ze vytahneme jednu zlatou a jednu stfibrnou minci.

Necht H je uddlost, Ze jsme vytahli jednu zlatou a jednu stribrnou minci
z dané truhly a V; jsou uddlosti, Ze jsme ndhodné vybrali i-tou truhlu. Po-
tom P(H) = 2”}'%1 . % (p je pocet minci v dané truhle, chceme jednu zlatou
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a jednu stribrnou a nezdlezi na poradi) a P(V;) = %. Potom ze zdkona uplné
pravdépodobnosti dostavime

6
P(H) = 3" PV)P(HIV) = ¢ -2

=1

+

[l \)
Wl =
W N
+
| w
[
N =
N | =

3
1

N

1 4 1 199

6 271 B
Z nédhodné vybrané truhly jsme dvakrat tahli s vracenim a vytahli jednu
zlato a jednu st¥{brnou minef (bez ohledu na poradi). S jakou pravdépodob-
nosti to byla truhla s alespon dvéma zlatymi mincemi?
Z Bayesovy véty (Véta 1.15) mdme (pouZijeme stejnou notaci jako v pred-

chozim prikladu) P(V;|H) = P(H|Vi) pvsd . Cheeme spocitat

3 3
S PUAIH) = 32 PUHIV gy = gy (PUHTOPUR)
=1 i=1

2P(H|V)P(V2)) = 1o (ﬁié*“;;é) o

Néhodné vybereme t1i truhly a z kazdé ndhodné vytahneme po jedné minci.
S jakou pravdépodobnosti bude alespon jedna z nich zlata?

Spocteme nejdrive pravdépodobnost opacného jevu, tedy uddlosti, Ze budou
vytazZeny tri stribrné mince. Oznacme V(; j i) pravdépodobnost, Ze bylo nd-
hodné zvoleno i truhel se tremi zlatymi mincemsi, j truhel se dvéma a k
truhel s jednou zlatou minci. Pravdépodobnost tohoto jevu se spocte pomoci

R ()8 0 _0n

Ddle oznacme S jev, ze byly vytaZeny 3 stribrné mince. Potom

1 1

1
P(S) = ZP(V(i,j,k))E 37k

.5,k

Mozné hodnoty i,j,k a prislusné pravdeépodobnosti P(V(; ;1)) zapiseme do
tabulky.

i j k| P(WVu,k) | scitanec v P(S)
1T 2 0| 1/20 1/720
1 1 1| 6/20 1/80
1 0 2| 3/2 3/320
0 0 3| 1/20 1/160
0 2 1| 3/20 1/120
0 1 2| 6/20 1/40

62



Potom P(S) = % a tedy hledand pravdépodobnost vytazZeni alespon jedné
zlaté mince je P(SY) =1 — P(S) = 2332.

Priklad B.2. Nahodna veli¢ina X ma spojité rozdéleni s hustotou

2e72% x> 0;
€Tr) =
/(@) {O,jinak.

Definujme U := | X | aV := X —| X | (jinymi slovy spodni celd ¢4st a frakciondlni
cast X).

(a) Urcete rozdéleni ndhodné veli¢iny U.
Jednd se o diskrétni ndhodnou velicinu s pravdépodobnostni funkci

u

u+1
PlU =u] = / fz)dx = [767296]“-"_1 =e (1 —e?)

pro u > 0.

(b) Urcete rozdéleni ndhodné velic¢iny V.
Tentokrdt mame spojitou nahodnou velicinu, spocteme jeji distribucni funkci.
Necht v € (0,1), potom

Fy(v) = PlV <v] = i/ov flu+t)dt = i/ov 9e—2up—2t gt —
u=0 u=0

o0

1—e 2
—2u —2v
> 1— ="
el —e) 1—e2

u=0
Pro v < 0 mame Fy(v) =0, pro v > 1 mdme Fy(v) = 1.
(c) Spoététe E(Xe X —1).

S vyuZitim pravidla liného statistika (Véta 3.5) dostdvdme (transformace
t(r)=ze *—1)

7

Et(X) = /OOO Ha) f(2)da = /Ooo(xe—f C1)2e-2d — ; ~1=-1

P¥iklad B.3. Nahodny vektor (X,Y)T ma spojité rozdélen{ s hustotou

20,0 <z <1, —2% <y < 2%
fley) =9, ..
0, jinak.

(a) Urcete P(0 < 2Y < X?).
Pocitdme obsah ttvaru mezi osou x a kiivkou y = $a* s hustotou f(z,y).

Mdame integrdl
1 %12 1 1
/ / 23:dydx=/ z3dr = —.
o Jo 0 4
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(b) Uréete marginalni rozdéleni a stfedni hodnotu veli¢iny X.

Hustotu fx ziskdme zintegrovdnim hustoty f(x,y) pres vsechny mozné hod-
noty y, tedy

2

fx(z) = /I 2xdy = 4a°.

_z2
Ddle plati
1 1 4
EX :/ zfx(z)dz :/ datdr = —.
0 0 5
Spoctéte kovarianci velicin X a W, kde W = X?Y.

Plati, ze Cov(X, X?Y) = E[X3Y] — E[X]E[X?Y], tedy potrebujeme dopo-
citat chybéjict stredni hodnoty

1 z?
E[X?Y] = / / 23y - 2xdydr = 0;
0 J—z2

1 z2
E[X?Y] = / / z2y - 2zdydx = 0,
0 J—z2

(v obou pripadech je integrand lichy v proménné y, a tedy integrdl pres
interval [—a, a] je roven nule). Vychdzi Cov(X, X?Y)=0-0=0.

Rozhodnéte, zda jsou veliciny X a Y nezavislé a své rozhodnuti zdavodnéte.
Veliciny X a'Y nejsou nezdvislé, nebot P[0 < X < 2,Y > 1] =0# P[0 <
X < 3|PlY > 1] (soucin zejmé nenulovyjch hodnot).
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