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1 Nahodné jevy

Zactneme nejdiive zdkladnimi definicemi, bez nichz vibec nemtzeme mluvit
o pravdépodobnosti.

Definice 1.1. Vgbérovym prostorem rozumime mnozinu {2 vSech moznych vy-
sledki néjakého experimentu. Prvky w € Q této mnoziny nazyvame elementdr-
nimi jevy. Podmnoziné A C Q fikdme (ndhodny) jev.

Pro ilustraci uvedeme nasledujici motivacni priklad, kde podrobné popiseme
souvislosti s pravé zadefinovanymi pojmy.

Priklad 1.2. Hazime dvakrat férovou minci. Nasim vybérovym prostorem bude
mnozina = {PP, PO,OP,O0}. Udélost, 7e prvni hod je panna, je tedy A =
{PP, PO}. V tomto zapise pismeno P odpovida tomu, Ze padla panna, kdezto
pismeno O odpovida orlu.

Daéle uvazujme jevy H; — pri prvnim hodu padne panna, a Hy — pri druhém
hodu padne panna. Necht jsou vSechny vysledky stejné pravdépodobné (jinymi
slovy, mince je férovd), potom pravdépodobnost, Ze padne alespoii jedna panna
(tj. nastane jev Hy U Hy) je 3.

Diikaz. Z¥ejmé z predchoziho mdme Hy = {PP, PO} a Hy = {OP, PP}. Prav-
dépodobnost spodteme jako podil velikosti |H; U Ha| = 3 a velikosti celého
prostoru || = 4. O

Tato jednoduchd intuice vsak selze v pfipadé nekoneéné (nespocetné) mnozi-
ny €2, nebot jak jiz Ctenar jisté vi z prednasky zakladu teorie miry, na nespocetné
mnoziné neexistuje “rozumny” zpusob, jak mérit mnoziny. Musime proto pra-
covat pouze s jistou tfidou podmnozin €2, které budeme rikat o-algebra.

Definice 1.3. Necht Q # ) je mnozina a A C 2% soubor jejich podmnozin.
Této mnoziné A fikdme o-algebra, jestlize jsou splnény nasledujici podminky:

(i) 0 € A,
(ii) Pokud A € A, pak AY :=Q\ A€ A,
(iii) Pokud Ay, As,--- € A, pak o, 4; € A.
Dvojici (2,.A) nazyvame méritelny prostor.

Kazdé udélosti A € A pfiradime &islo P(A), které nazyvame pravdépodobnost
jevu A. Jelikoz chceme, aby se zachovala intuice z predchoziho prikladu, musime
tuto predstavu nalezitym zptisobem formalizovat.

Definice 1.4. Necht (©,.A) je méfitelny prostor. Zobrazeni P : A — [0,1]
nazyvame pravdépodobnostni mirou (pravdépodobnosti), jestlize:

(i) P(Q) =1,

(ii) Pro libovolné po dvou disjunktni méfitelné mnoziny A; € A, i € N plati

P(UZ, Ai) = X272, P(4).



Trojici (€2, A, P) nazyvdme pravdépodobnostni prostor.

Ptimo z této definice jiz muzeme odvodit par zakladnich vlastnosti pravde-
podobnosti, se kterymi dale budeme pracovat. Ve vSech nésledujicich tvrzenich
pracujeme s pravdépodobnostnim prostorem (2, A, P).

Pozorovani 1.5 (Zakladni vlastnosti pravdépodobnostni miry). Pro vgse jme-
novany pravdépodobnostni prostor plati ndsledujici tvrzeni:

1. P(0) =0,

2. Pro A, B € A disjunktni plati P(AU B) = P(A) + P(B).
3. Pro A € A plati P(A®) =1 — P(A),

4. Pro A,B € A, A C B plati P(A) < P(B).

Diikaz. 1. UvaZzujme posloupnost A; = Q, Ay = A3 = .-+ = (). Potom z vlast-
nosti (ii) z definice mame, ze P(2) = P(QUOUD...) = P(Q)+>_ ., P(0).
Tedy > .7, P(0) = 0, coz mize nastat pouze v pifpadé P(0) = 0 (jde
o soucet nekonecné mnoha nezdpornych cisel).

2. Necht Ay = A, Ay = B, A; = () pro ¢ > 2. Tvrzen{ plyne piimo z vlastnosti
(ii) z definice pravdépodobnostni miry a jiz dokdzané vlastnosti 1.

3.1 = P(Q) = P(AU A%) = P(A) + P(AY). Tato rovnost plati, nebot
mnozina je vzdy disjunktni se svym komplementem.

4. P(B) = P(AUB\ A) = P(A)+ P(B\ A). Jelikoz funkce P je nezdporni,
snadno vidime, ze P(B) > P(A).
O

Lemma 1.6 (Pravdépodobnost sjednoceni). Pro libovolné A, B € A plati P(AU
B)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Diikaz. Rozepiseme AU B = (AN BY)U (AN B)U (A N B). Tyto tii mnoziny
jsou zfejmé po dvou disjunktni. Dale diky aditivité pravdépodobnosti mame
P(AUB) = P(ANBY) + P(ANB)+ P(A°NB)+ P(ANB) — P(ANB) =
P(A)+ P(B) — P(AN B). O

Véta 1.7 (Spojitost pravdépodobnosti). Bud A, 1 A nebo A, | A pro A,, A €
A. Potom plati P(A,) — P(A).

Diikaz. Necht A, T A. Potom z definice A1 C Ay... a plati A = |J;2, 4;.
Definujme posloupnost B,: By = A1,B, = A, \ A,—1. Potom B; jsou po
dvou disjunktni a plati A, = |J_, B;. Zfejmé také plati A = (Jo— | 4, =
U,—, Bn. Pak P(A,) = P(U;_, Bi;) = >, P(B;). Z toho jiz mizeme odvodit
limy, o0 P(Ay) = limy o0 Y1y P(Bs) = > ooy P(B;) = P(Uj2; Bi) = P(A).
Pifpad klesajici A,, se dokdze analogicky, sta¢i uvazovat C,, = AS. O

konec 1. predndsky (17.2.2025)



Uvedeme si jesté jeden priklad ilustrujici intuitivni chapani pravdépodobnos-
ti a zavedeme prvni takzvané pravdépodobnostni rozdéleni. Uvazujme pripad,
ze prostor () je koneény. Necht vsechny vysledky jsou stejné pravdépodobné,
pak plati

Al
P(A) = —.
1€

V tomto pripadé mluvime o rovnomérném rozdéleni pravdépodobnosti.

Piiklad 1.8 (Hod dvéma kostkami). Vybérovy prostor Q@ = {(i,5) : i,j €
{1...6}} ma 36 prvku. Jestlize vSechny vysledky jsou stejné pravdépodobné,
pak plati P(A) = %. Napriiklad, pravdépodobnost toho, ze soucet na kostkach
je presné 11, je 2/36, protoze pouze dva vysledky (5,6) a (6,5) odpovidaji této
udalosti.

V praxi casto chceme odlisit, zda pravdépodobnost vyskytu jedné udalosti
néjakym zplisobem zavisi na vyskytu jiné udalosti. K tomu ndm poslouzi pojem
nezavislosti jevi.

Definice 1.9. Dvé udélosti A, B € A jsou nezdvislé, jestlize plati P(AN B) =
P(A)P(B). Obdobné, mnozina udélosti {A4; : i € I} (kde indexovd mnozina [
je nejvyse spodetnd) je nezdvisld, jestlize plati

P4 | =11PA)

jeJ jed
pro kazdou kone¢nou podmnozinu J C I.

Je dulezité si uvédomit, ze disjunktni udélosti s kladnou pravdépodobnosti
nejsou nezgvislé (nebot soucin jejich pravdépodobnosti neni roven 0 — prav-
dépodobnost vyskytu jejich prdzdného priuniku). Obecné se pracuje se dvéma
typy nezavislosti — predpokladanou (plyne z podstaty zkoumané tlohy) a odvo-
zenou (dokézand pomoci jinych vlastnosti tlohy). Néasledujici priklad ilustruje
praktické pouziti pravé zavedeného pojmu.

Priklad 1.10. Héazime férovou minci 10krat. Necht A je udédlost “padla aspon
jedna panna”. Pak plati P(A) =1 — (1/2)1°.

Diikaz. Necht T} je udalost, ze pfi j-tém hodu padne orel. Mizeme psat P(A) =
1— P(AY) =1- P(samé orly) = 1 — P(T}, N --- N Tyo). Déle diky nezavislosti
(v tomto pripadé jde o nezévislost pfedpokladanou) jevi T; mame 1 — P(Th N

Dalsim silnym nastrojem v teorii pravdépodobnosti je podminéna pravdé-
podobnost, kterd ndm poskytuje odpovéd na otdzku “Pokud vim, ze nastala
udalost B, jaka je pravdépodobnost udalosti A?”.



Definice 1.11. Méjme jevy A, B € A. Pokud P(B) > 0, pak podminénd prav-
dépodobnost A za podminky B je definovana vztahem

P(AN B)

P(AIB) =

Poznamenejme si nékolik zakladnich vlastnosti podminéné pravdépodobnos-
ti, jejichz diikaz snadno plyne z prislusnych definic.

Pozorovani 1.12 (Vlastnosti podminéné pravdépodobnosti).
(i) Pro pevné B € A, P(B) > 0 je P(:|B) pravdépodobnostni mira.
i) Obecné plati P(A|B) # P(B|A), plati totiz P(A|B) = P(B|A) 24 (pokud
(ii) p p p

P(B)
0bé strany rovnosti ddvaji smysl).

(iii) Uddlosti A a B jsou nezdvislé prave tehdy, kdyZ P(A|B) = P(A) (predpo-
kladdame nenulovost P(B)).

(iv) P(AN B) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A) v pripads, e P(A)P(B) > 0.

Dikaz. Vlastnosti (iii) a (iv) plynou piimo z definice vyndsobenim vhodnou
konstantou.

Vlastnost (ii) se dokdze nasledujicim protipiikladem, uvazujme hod dvéma
férovymi mincemi. Necht H; je udalost “padla aspon jedna panna” a Hs udélost
“padly dvé panny”. Potom P(H;|H;) =1 ale P(Hz|H;) = %. Dikaz obecného
vztahu je ponechdn ¢tenéfi jako snadné (ale uziteéné) cviceni.

Nakonec, vlastnost (i) je dusledkem toho, Ze pro libovolnou mnozinu A € A
je AN B méfitelnd, a navic pro libovolny systém po dvou disjunktnich mnozin
A;,i € N plati P(U;2, 4;|B) = ﬁP (U2, A)NnB) =
ﬁP(U?L(AimB)) = ﬁZi’il P(A;NB) :Z;‘il P(4i|B). O

Pouziti podminéné pravdépodobnosti v praxi vSak nékdy mize vést k nein-
tuitivnim vysledktim, které ilustruje néasledujici priklad.

Priklad 1.13. Uvazujme nemoc D a test, ktery ma dva mozné vysledky. Prav-
dépodobnosti vysledkti tohoto testu jsou uvedeny v nasledujici tabulce. Zde
sloupce odpovidaji pritomnosti/absenci nemoci a fadky vysledktim testu.

| D D¢
+ [ 0.009 0.099
— | 0.001 0.891

7Z definice spocteme nasledujici podminéné pravdépodobnosti:

P(+nD) 0.009
P(+|D) = = =0.9.
(+1D) = =5y = 0009 + 0.001

P(-nDY) 0.891 ~
P(DC)  0.89140.099

P(—|D%) = 0.9.



Vychdz{ ndm, Ze test je docela presny, nebot nemocni lidé maji test v 90%
pripadi pozitivni, stejné tak zdravi lidé jsou v 90% pripadu negativni.

Déle predpokladejme, Ze pacient Sel na test a ziskal pozitivni vysledek. Spoc-
teme, s jakou pravdépodobnosti je opravdu nakazeny.

P(DN+) 0.009
P(D|+) = = ~ 0.08.
(DI+) P(+) 0.009 + 0.099

Vyslo ndm, ze na prvni pohled zdanlivé precizni test ve skutec¢nosti ma méné
nez 10% uspésnost. Jednim z diivodu této diskrepance mtize byt napriiklad velky
nepomér zdravych lidi viaci nakazenym (pouze jedno procento) ve zdrojovych
datech, coz je jev ktery se obecné vyskytuje u vétsiny nemoci. V praxi se proto
Casto pracuje s domnénkami — napriklad testujeme jen pacienty, ktefi vykazuji
néjaké symptomy apod.

Na zavér uvedeme dvé velmi uziteéné véty, které se Casto pouzivaji v nej-
ruznéjsich ulohach a tykaji se podminéné pravdépodobnosti. Zformulujeme je
pro spocetné rozklady, ale obdobna tvrzeni plati i pro konecné rozklady s velmi
podobnym dukazem.

Véta 1.14 (Zékon tplné pravdépodobnosti). Necht Ay, As, ... je spocetny dis-
Junktni rozklad Q0 takovy, Ze P(A;) > 0 pro kazdé i € N. Potom pro libovolnou
uddlost B € A plati:

P(B) =Y P(B|A;)P(A).

i=1

Diikaz. Definujme posloupnost mnozin C; = BNA; proi € N. Zjevné {C;,i € N}
je disjunktni pokryti B. Potom P(B) = Y .=, P(C;) = Y i, P(BN4;) =
i1 P(B|A;) P(4;). O

Véta 1.15 (Bayes). Necht Ay, Aa, ... je spocetny disjunktni rozklad Q) takovy, Ze
P(A;) > 0 pro kazdé i € N. Méjme uddlost B € A s nenulovou pravdépodobnosti.
Potom plati:
P(B|A;)P(A:)
P(Ai|B) = == :
21 P(BIA;)P(4;)

Diikaz. Primym vypoctem dostavame

P(Ai|B) = P(A;NB) _ P(B|A)P(A;)  P(B|A)P(A;)
1 P(B) P(B) >, P(BIA;)P(4;)’
kde posledni rovnost ziskdme aplikaci Véty 1.14. ]

Pouziti Bayesovy véty si ukdzeme na nasledujicim ptikladu.

Priklad 1.16. Uvazujme e-mailovou schranku. Mame tii kategorie e-mailt:
Ay — spam, Ay — nizké priorita, Az — vysoka priorita. Na zdkladé predchozich
zkuSenosti vime, ze P(A;) = 0.7, P(A2) = 0.2, P(A3) = 0.1. Necht B je udé-
lost, ze dany e-mail obsahuje slovo “zdarma”. Plati P(B|A;) = 0.9, P(B|Az) =



0.01, P(B|A3) = 0.01'. Jak4 je pravdépodobnost, Ze p¥ichozi e-mail obsahujic
slovo “zdarma” je spam?
Primym vypoctem z Bayesovy véty ziskame
0.9-0.7

P(A,|B — 0.995.
P(4i|B) = 0.9 07+001-02+001.01 9%

Tedy pravdépodobnost, Ze tento e-mail je spam je pres 99%!

Véta 1.17 (O postupném podminovani). Necht {A4;}7, jsou ndhodné jevy
takové, e P((;_,) > 0. Pak plati

P([) Ai) = P(An] m P(A3|Ar) - P(Ay).
i=1

Diikaz. Dokazujeme indukei podle po¢tu ndhodnych jevu. Z definice podminéné
pravdépodobnosti vime, ze P(Ay N Ay) = P(A3|A;)P(A4;). Déle

()= (n(04)) = (=i0) ()

¢imz je dikaz ukoncen. O

ITyto hodnoty se nutné nemusi seéist na 1



2 Nahodné velic¢iny

V této kapitole se budeme vénovat ndhodnym veli¢indm, coz bude formalizo-
vat (a zobectiovat) jakysi intuitivni chdpdni toho, Ze néjakd proménnd nabyva
riznych hodnot s urcitymi pravdépodobnostmi. Za¢neme tstfedni definici celé
statistiky — ndhodnou veli¢inou.

Definice 2.1. Necht (2, .4) je méFitelny prostor. Ndhodnd velicina je métitelné
zobrazeni, které pfifazuje kazdému vysledku w redlné ¢islo X (w). Jinymi slovy,
{weQ: X(w) <z} eAVz eR.

konec 2. predndsky (18.2.2025)

Umluva 2.2. Zavedeme znaceni [X € B] = {w : X(w) € B},[X < a] =
{w, X (w) < a}. Plati tedy [X € B],[X < a] € A pro vSechna B € B,a € R. Jde
o ndhodné jevy a jsou tedy dobfe definované jejich pravdépodobnosti P[X €
B], P[X < a).

Priklad 2.3. Hézime minci desetkrat. Necht X (w) je pocet orli v posloupnosti
w. Jestlize w = OOPOOPOOPP (kde O je orel a P je panna), plati X (w) = 6.

V predchozi kapitole jsme mluvili o pravdépodobnostnim rozdéleni, je na
Case tento pojem formalné zadefinovat.

Definice 2.4. Rozdélenim ndhodné veliciny X : (2, A) — (R, B(R)) nazyvame
indukovanou pravdépodobnostni miru Px na (R, B(R)) definovanou jako

Px(B) = P[{w € Q: X(w) € BY], B € B(R).

Méme tedy jakysi obraz miry P v zobrazeni Px ¢imz se (2, .A, P) zobrazi
na pravdépodobnostn{ prostor (R, B(R), Px). V opa¢ném sméru mizeme pouZit
takzvané kanonické vnofeni do prostoru (R, B, Px), kde nasi zvolenou méri-
telnou funkci bude identita, tedy neni potieba se bat, ze by prislusny prostor
nemusel existovat. Nasledujici véta rika, Ze nezédlezi ve kterém z téchto dvou
prostoru integrujeme libovolnou funkeci.

Véta 2.5 (O pienosu integrace). Bud g méritelnd funkce na méritelném pro-
storu M, M) a X : (Q, A, P) — (M, M). Necht Px je mira na M indukovand
zobrazenim X, tedy Px(M) = P[X~Y(M)] pro M € M. Potom, je-li aspori
jedna strana definovdna, plati

[ sbx@iir@) = [ g@dPs().

Q M

Diikaz. Dukaz této véty je pomérné technicky, hlavni ideou je “klasicky” postup
z teorie miry postupnym dukazem nejdiive pro charakteristickou funkci, poté
pro jednoduchou méfitelnou (nabyvajici jen koneéné mnoha hodnot), pak pro
nezdpornou meéfitelnou a na zavér pro obecnou meéfitelnou funkei.



Necht g = xp,B € M. Tedy g(X(w)) = 1 pro X(w) € B (a vSude jinde
nulovd), tedy pro w € X ~!(B). Potom méame

/Qg(X(w)dP(w):/ dP(w) = P[X"'(B))].

X-1(B)

Pro pravou stranu mame

[ s@dPs(@) = [ dPx(e) = Px(B) = PX (B
M B

Déle necht g je jednoduchd méfitelnd, tedy g(-) = > ;_; ckxp, (-) pron € N,
¢ € R a B € M pro viechna k. Z linearity integralu plyne (vytkneme sumu)
Jo (X @)AP(w) = [ 1 AP(w) = PIX"L(B)].

Je-li g nezdpornd méfitelnd, potom existuje posloupnost g, jednoduchych
méritelnych funkci takovych, ze g, ' g. Potom dle Léviho véty o monotonni
konvergenci méame

n—oo

/g[X(w)]dP(w): lim [ gn[X(w)]dP(w)
Q Q

— lim [ ga(x)dPx(x) = / g(2)dPx (),

n—oo M M

kde treti rovnost plyne z jiz dokdzané ¢asti pro jednoduché méfitelné funkce.
Nakonec, pro g méfitelnou existuje rozklad g = g+ — g~ takovy, Ze g7, g~

jsou nezaporné méritelné, tedy pozadované tvrzeni plyne z Casti pro nezdporné

méritelné funkce. O

Na z4vér poznamenejme, ze se ndm budou obzvlast hodit volby (M, M) =
(R™, B(R™)) pron > 1.

Pfipomertime si, ze jsou-li y, v dvé o-konecné miry na (R, B(R)) a je-liv << p
(tedy p(B) = 0 implikuje v(B) = 0), potom z Radonovy-Nikodymovy véty plyne
existence nezdporné métitelné funkce f takové, ze v(B) = fR fdp pro vSechna

B € B. Této funkci f fikdme Radonova-Nikodymova derivace a piseme f = g—;.

Takova funkce f je navic uréena jednozna¢né az na mnozinu pg-miry 0.
Vyuzijeme téchto poznatkt tak, ze zvolime vhodnou referenc¢ni miru na R

a rozdéleni Py pak bude popsano pravé zavedenou Radonovou-Nikodymovou

derivaci. Vhodné referenc¢ni miry jsou napf.
o Lebesgueova mira A,

« Citaci mira na spocetné podmnoziné R, plati us(B) = |[BN S| kde S je
nejvyse spocetna podmnozina R.

Definice 2.6. Bud X ndhodnéa veli¢ina a Px jeji rozdéleni. Necht Px je ab-
solutné spojité vaci u, kde u je o-koneénd mira na R. Pak funkci fx spliujici
Px(B) = [ fxdu pro véechny B € B nazveme hustotou rozdéleni ndhodné
veli¢iny X vaci mite p.



Je treba si dat pozor na to, aby zvolend referencni mira opravdu byla abso-
lutné spojita, napriklad pri hodu kostkou mé vysledek 1 nenulovou pravdépo-
dobnost, ale A({1}) = 0.

Véta 2.7. Bud X ndhodnd veli¢ina a Px jeji rozdéleni. Je-li fx hustota (roz-

délent) vici o-koneéné mire p, pak

PIX € B] = /fodu.

Diikaz. Jde o primy disledek Radonovy-Nikodymovy véty a vztahu mezi Px
a P. O

Dalsi funkci, kterd plné charakterizuje rozdéleni ndhodné veli¢iny je tzv.
distribu¢ni funkce.

Definice 2.8. Bud X ndhodna veli¢ina na (2, 4, P) a Px jeji rozdéleni. Dis-
tribucni funkce F, ndhodné veliciny X je definovana vztahem

Fx(a) := P((—o0,qa]) = P[X < a].
Uvedeme si nékolik uziteénych vlastnosti distribuc¢nich funkei:
Disledek 2.9 (Zakladni vlastnosti distribuénich funkci).

(i) Distribucni funkce jednoznacné urcuje rozdéleni (jingmi slovy, Fx = Fy
implikuje Px = Py ).

(ii) Rizné ndhodné veli¢iny mohou mit stejné distribucni funkce, tedy stejné
rozdélent.

konec 3. predndsky (24.2.2025)

Priklad 2.10. Hodime dvéma kostkami, ozna¢me Y pocet sudych ¢isel na téch-
to dvou kostkdch. Potom Y € {0,1,2}. Z definice Fy (a) = P[Y < a], tedy

0,a <0,
i70§a< 1,
31<a<2,
1,a > 2.

Fy(a) =

Déle, z toho, ze Py (0) = % > 0, plyne, Ze mira Py neni absolutné spojité
vici Lebesgueové mife A, tedy musime uvazovat ¢itaci miru pz na mnoziné
celych ¢isel. Potom hustota fy mé nasledujici tvar:

La=o,
%701 = 1a
fy(a): 1
Zva = 2a
0, jinak.
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Vidime, Ze hustota odpovida skokim distribu¢ni funkce v daném bodé. V na-
sledujici vété uvedeme charakterizaci distribuc¢nich funkei.

Véta 2.11 (Charakterizace distribu¢nich funkei). Bud X ndhodnd velic¢ina a Fx
jeji distribucni funkce. Pak

(i) Fx je neklesajict;

(7)) limg—, o Fix(a) =0, lim, 4o Fx(a) =1;
(iti) Fx je zprava spojitd.

Navice, kazdd funkce F splriujict body (i)- (i) z této véty je distribucnd funkci

néjaké ndahodné veliciny.
Diikaz. Dokézeme pouze implikaci o vlastnostech distribu¢ni funkce, opacna
implikace (existuje rozdéleni) vyzaduje pokro¢ily matematicky aparat z analyzy
a teorie miry, ktery prozatim postradame.

(i) Fx(a) = P[X < al]. Bez 4jmy na obecnosti necht b > a. Potom Fx(b) =
PX <b =P(X <aUfa < X <b]) =PX <a]+ Pla < X < b
z aditivity miry, druhy séitanec je nezdporny, tedy dostavame pozadované
tvrzeni.

(ii) Plati limg_y oo = limy, 00 Fix(—n) = lim,, o P[X € (—o00, —n]] =:
lim,,_,~ P[X € A,] = 0. Posledni rovnost plat{ ze spojitosti miry (v prazd-
né mnoziné), nebot plati A, \, #. Obdobné se ukéze tvrzeni pro a — 400
(cviceni).

(iii) Stac¢i uvazovat posloupnost a, = a + % pro n € N. Pozadované tvrzeni
opét plyne z véty o spojitosti miry.

O

Pro kazdou funkci F' splnujici vlastnosti z predchozi véty existuje mira pup
na (R, B) urfend vztahem pp((—oc0,a]) = F(a) pro vSechna a. Tato mira je
konecnd a plati pur((a,b]) = F(b) — F(a).

Definice 2.12 (Rozklad pravdépodobnostniho rozdélen{). Kazdou pravdépo-
dobnostni miru Py mutzeme rozdélit na tii slozky Px = Px,, + Px,, + Px.,,
kde Px,, je absolutné spojitd viuci Lebesgueové mife A, Px,. (diskrétni spojita)
je absolutné spojitd vaci ¢itaci mire pu na néjaké spocetné podmnoziné R a na-
konec Py, (singuldrni) neni absolutné spojitd vii¢i A ani ji nelze napsat jako
spocetnou kombinaci Diracovych mér d,,.

Prikladem singularni distribu¢ni funkce je napriklad integral takzvaného
Cantorova diskontinua. Obecné takova rozdéleni nemaji “hezké” vlastnosti, pro-
to s nimi jiz nebudeme pracovat.

Definice 2.13. Ndhodnou veli¢inu X nazveme diskrétnd, jestlize existuji () #
I CN, {z;}ier a {p:i € (0,1]}ies takové ze P[X € Bl =}_, . pp; pro vechny
borelovské B.
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Plati P[X = x;] = p; a ) ,c;pi = 1. Rozdélenim takové veli¢iny je funkce
Px = Zielpiéxi, kde 6, je Diracova mira v bodé u. Toto rozdéleni je abso-
lutné spojité vudi ¢itaci mife na S = {z;}ie;r C R. Potom funkce fx(u) :=

Pi, U = Ty,
0, jinak
rozdéleni.

je hustotou (obcas také pravdépodobnostni funkef) zkoumaného

Definice 2.14. Ndhodna veli¢ina X se nazyva (absolutné) spojitd, pokud jeji
rozdéleni Px je absolutné spojité vici Lebesgueové miie A.

Pro spojitou ndhodnou veli¢inu X vzdy existuje hustota fx (nezdpornd a jed-
nozna¢nd az na mnozinu A-miry 0) spliujici P[X € B] = [, fx(t)dt a speciélné
Fx(a) = [*_ fx(t)dt pro viechna a € R. Takova Fx mé derivaci ve skoro viech
bodech a plati F%(a) = fx(a) pro s.v. a. Analogicky pro diskrétni ndhodnou
veli¢inu Y je hustota funkci, kterd nabyva v bodé a hodnoty distribu¢ni funkce
v daném bodé.

Ne kazda veli¢ina, se kterou se bézné setkdme je ryze spojitd nebo ryze
diskrétni. Prikladem velic¢iny, kterda méa obé slozky nenulové, je napiiklad tthrn
dennich srazek, s nenulovou pravdépodobnosti nenaprsi viibec, ale kdyz uz zacne
prset, ihrn srazek je spojitd ndhodné veliCina.

Lemma 2.15. Necht Fx je distribucni funkce ndhodné veliciny X. Pak pro
a < b plati

(i) Pla< X <b = P[X € (a,b]) = Fx(b) — Fx(a),
(i) P[X >a] =1— Fx(a),

(ii) P[X =a] = Fx(a)— Fx(a™), kde Fx(a™) je limita zleva limy,_,q+ Fx (a—
h) a odtud Pla < X <b] = Fx(b) — Fx(a™).

(iv) pro spojitou ndhodnou velicinu plati Pla < X < b = Pla < X <b] =
Pla< X <b]=Pla< X <b]=Fx(b) — Fx(a).

Diikaz. Dtkaz je jednoduchy, plyne z ptislusnych definic. Uvedeme napt. dikaz
pro bod (iii).
PIX =a)=1limj, ;0+ Pla—h < X <a] = Fx(a) —limy_,o+ Fx(a—h). O

konec 4. predndsky (25.2.2025)
Dalsim uzite¢nym pojmem je funkce inverzni k distribuc¢ni funkci, které béz-
né rikdme kvantil.

Definice 2.16. Necht X je ndhodna veli¢ina s distribuéni funkei F. Inverzni
distribucni funkce neboli kvantilovd funkce je definovana jako

F~Y(q) =inf{z: F(x) > ¢}
pro q € (0,1). Hodnoty F~! ve specidlnich bodech maji své vlastni nazvy:

o F71(1) je prond kvartil,

12



o F71(1) je medidn,
3

o F71(2) je treti kvartil.

Je-li F ryze rostouci a spojita, je F~1(q) to jediné z € R takové, ze F(x) = q,
jinymi slovy, F' je bijekce z R do (0,1). Takto definovana kvantilovd funkce je
neklesajici a zprava spojita. Déle z F~! mizeme jednozna¢né uréit F, tedy také
charakterizuje rozdéleni Px. Nakonec, o dvou ndhodny veli¢indch X a Y fikdme,
ze jsou stejné rozdélené, zapisujeme X 4 Y, pravé tehdy, kdyz Fx(xz) = Fy(x)
pro vsechna z. To vSak neznamena, ze X =Y.

Ukéazeme si nékolik uzite¢nych priklada rozdéleni (diskrétnich a pozdéji i spo-
jitych). Tato rozdéleni se pouzivaji v praxi pii modelovéni jednoduchych systé-
mu, ale u komplikovanéjsich modelt se s témito rozdélenimi bohuzel nevystaci-
me.

2.1 Diskrétni nahodné veliciny

Priklad 2.17 (Bodové rozdéleni). Ndhodna veli¢ina X ma bodové rozdélent
v bodé a pravé tehdy, kdyz P[X = z] = X{s—a},= € R. Zapisujeme X ~ d,.
Potom plati Fx(z) = X{z>a}-

Priklad 2.18 (Diskrétni rovnomérné rozdéleni). Nahodnd veli¢ina X mé dis-

krétni rovnomérné rozdélend na {1,...,k} pravé tehdy, kdyz
1/ke=1,...k;
xTr) =
Ix(@) {O,jinak.

Piiklad 2.19 (Bernoulliho rozdéleni). Nahodnd veli¢ina X mé Bernoulliho
rozdéleni s parametrem p € (0,1) pravé tehdy, kdyz fx(z) = p®(1 — p)1==
pro & € 0,1. Zapisujeme X ~ Alt(p) nebo X ~ Be(p). Timto rozdélenim
modelujeme jevy, u kterych jsou pouze dva mozné vysledky (aspéch/netispéch,
hod mincf).

Priklad 2.20 (Binomické rozdéleni). Nahodnd veli¢ina X mé binomické roz-
déleni s parametry n € N a p € (0,1) pravé tehdy, kdyz

o) = (

n

:E)pm(l —0)" " X{zef0,...n}}

Zapisujeme X ~ Bi(n,p). Pouzivdme toto v pifpadé s¢itané nezéavislych? velic¢in
s Bernoulliho rozdélenim (pocet tispéchti mezi n pokusy).

Priklad 2.21 (Geometrické rozdéleni). Ndhodnd velicina X mé geometrické
rozdéleni s parametrem p € (0,1) (zapisujeme X ~ Geo(p)) pravé tehdy, kdyz

fx(x) =p(l—p)*

pro z € Ny. Takova ndhodna velicina vyjadiuje pocet netspécht pred prvnim
uspéchem v posloupnosti nezavislych pokusii.

2Ptesna definice nezavislych veli¢in bude uvedena pozdéji.
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Priklad 2.22 (Negativné binomické rozdéleni). Ndhodnd veli¢ina X mé ne-
gativné binomické rozdéleni s parametry n € N a p € (0,1) (piSeme X ~
N B(n,p)), jestlize plati

n+x—1
n—1

o) = ( )=
pro x € Ny. Rozdéleni vyjadiuje pocet netspéchu pred n-tym tspéchem v po-
sloupnosti nezdvislych pokusu. Specificky pripad NB(1,p) = Geo(p).

Priklad 2.23 (Poissonovo rozdéleni). Nahodné velicina X mé Poissonovo roz-
déleni s parametrem A > 0 (zapisujeme X ~ Po(\)) pravé tehdy, kdyz

2T
= ef>‘7

x!

fx(x)

pro x € Ny. Jestlize X ~ Po(Ax) aY ~ Po(\y) jsou nezdvislé, potom X +Y ~
Po(Ax + Ay). Jestlize n — oo a np — A < oo, potom Bi(n,p) konverguje
k Po()).

2.2 Absolutné spojité nahodné veliciny

Priklad 2.24 (Spojité rovnomeérné rozdéleni). Ndhodnd veli¢ina X mé rovno-
meérné rozdélent na intervalu [a, b] pravé tehdy, kdyz fx (z) = (b—a) ™ X{ze[a.0)}-
Zapisujeme X ~ Ul(a,b) (uniform) nebo X ~ R(a,b) (rovnomérné).

Priklad 2.25 (Normélni rozdéleni). Nahodn4 veli¢ina X mé normdini (Gaus-
s0v0) rozdéleni s parametry u € R a 02 > 0 (zapisujeme X ~ N(u,0?)) pravé

tehdy, kdyz
(x — p)® }

fx(x) = \/2;7@)(13{— 252

pro z € R.

Toto rozdéleni je enormné dulezité, uvedeme si proto nékolik jeho vlastnosti.
Nejprve, mame-li X ~ N(u,0?), potom Z = (X — u)/o ~ N(0,1). Tomuto
rozdéleni rikame standardni normdini rozdéleni. Dale, mame-li dvé nezavislé
normalné rozdélené veliciny X ~ N(ux,0%),Y ~ N(uy,0%), potom X +Y ~
N(px + py, 0% +03).

Distribuéni funkce N(0,1) nejde vyjadiit analyticky, mame jen ®(x) :=
ffoo o(t)dt, kde ¢(z) = \/127exp —x2/2 je hustota standardniho norméalniho
rozdéleni. Jeji hodnoty proto vyhleddvame v tabulkach, pripadné pocitdme nu-
mericky.

Priklad 2.26. Predpoklddejme, ze X ~ N(3,5). Spo¢teme P[X > 1]. Déle
spoctéte ¢ = Fix'(0.2).

Diikaz. Pocitame piimo

1—
PIX>1=1-PX<1=1-PZ< W‘g] ~ 1 — (—0.8044) — 0.81.
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Déle z tabulek vime, ze ®(—0.8416) = 0.2, potom

02=PX <q=Pz<iH_gl"H,

- o o

proto —0.8416 = £ = ‘I;\/gg a tedy ¢ = 3 — 0.8416y/5 ~ 1.1181. O

Priklad 2.27 (Exponencidlni rozdélenf). Ndhodn4 veli¢ina X mé exponencidlni
rozdéleni s parametrem A > 0 (zapisujeme X ~ Exp()\)) prave tehdy, kdyz

Fx () = Ae M X (a>0}-

Priklad 2.28 (Gamma rozdélen{). Nahodn4 veli¢ina X ma Gamma rozdélent
s parametry a,p > 0 pravé tehdy, kdyz

af p—1_—ax
fx(l‘) - F(p)x e X{z>0}>

kde I'(p) = [ tP~te~'dt je gamma funkce (spojité rozsifeni faktoridlu). Zapi-
sujeme X ~ Gamma(a,p) nebo X ~ I'(a,p). Exponencidlni rozdéleni Fzp(a)
je specialnim pripadem Gamma rozdéleni s parametrem p = 1.

Opét méme souctovy vzorec pro nezavislé veliéiny X ~ I(a,px),Y ~
I'(a,py), plati totiz X +Y ~ T'(a,px + py).

Piiklad 2.29 (Beta rozdéleni). Ndhodn4 veliéina X mé Beta rozdéleni s para-
metry a, 8 > 0 pravé tehdy, kdyz

I'(a 1 1
fx(x) = F((a;(f}) (1 - 2" ey

Zapisujeme X ~ Beta(a, 3) nebo X ~ B(a, ). Vsimnéme si, Ze na rozdil od
predchozich rozdéleni jde o rozdéleni na kompaktu.

konec 5. predndsky (3.3.2025)
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